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PRÉFACE 



En me demandant d'écrire quelques mots en tête du 
présent livre, M. Vogt a montré une modestie qui est 
peut-être excessive et m'a donné un témoignage d'affection 
qui, à coup sûr, m'est très précieux. Ce livre, à ce que je 
crois, n'avait nul besoin d'être recommandé : le grand in- 
térêt du sujet qu'il traite, la clarté avec laquelle il est 
écrit, suffisaient à le faire bien accueillir des lecteurs. Pour 
quelques-uns, sa brièveté même sera un mérite : quelque 
désir qu'on ait d'acquérir des connaissances nouvelles, 
dont on sent l'importance, on est parfois découragé par 
Teifort qu'elles semblent exiger, par le temps qu'il y fau- 
drait consacrer, et qui manque. Un petit livre est rassurant. 

Celui-ci est plein de choses et des plus belles. Je ne sais 
s'il existe en mathématiques un sujet qui ait exigé de ceux 
qui l'ont traité plus d'ingéniosité, plus de profondeur et de 
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pénétration que n'a fait cette théorie des équations algé- 
briques, dont Lagrange, Gauss, Abel et Galois ont été les 
fondateurs. A la vérité, la beauté de leur œuvre est si 
merveilleuse qu'elle risque parfois d'éloigner d'elle quel- 
ques jeunes mathématiciens, trop modestes pour prétendre 
la continuer, ou trop pressés d'aller chercher ailleurs une 
moisson plus facile. Est-ce une raison pour ne pas l'étu- 
dier, si même cette étude devait se borner à une pure 
contemplation, et comme à une jouissance esthétique? 
Je ne veux pas parler ici des prolongements extraordinaires 
que la pensée des grands géomètres que je viens de nom- 
mer, d'Évariste Galois en particulier, s'est trouvée avoir 
dans d'autres directions, mais, en restant dans les élé- 
ments, est-il possible que ceux qui ont étudié le cours 
d'algèbre de notre classe de mathématiques spéciales ne 
sentent pas leur curiosité s'éveiller devant les problèmes 
qui se posent là d'une façon nécessaire, est-il possible 
qu'ils ne soupçonnent pas que, pour bien des sujets qu'ils 
ne font qu'effleurer, la vraie lumière est plus loin, dans 
un domaine où ils n'ont pas le temps de pénétrer? Ne 
faut-il pas, autant qu'il est possible, indiquer à ceux 
dont la curiosité est trop vive et trop pressée de quel 
côté est ce domaine, et en faciliter l'accès à ceux qui, 
débarrassés du souci des examens, ont gardé le goût de la 
science et conquis la liberté d'étudier ce qui les intéresse? 
C'est pour ceux qui se destinent à l'enseignement que cette 
étude de l'Algèbre est le plus nécessaire : elle est vraiment 
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indispensable à ceux qui doivent parler un jour des fonc- 
tions symétriques, de la transformation des équations, de 
la résolution des équations du troisième et du quatrième 
degré, des équations de la division du cercle. Sans doute, 
ils n'auront à traiter ni des substitutions, ni du groupe de 
Galois, ni des équations abéliennes; mais, s'ils possèdent 
ces théories, les sujets élémentaires qu'ils ont à dévelop- 
per leur apparaîtront dans leur véritable jour, dans leur 
véritable importance, dans leur sens profond ; les exemples 
intéressants se présenteront en foule à leur esprit, et, par- 
fois, sur quelqu'un de ces exemples, sur un fait précis et 
particulier, ils sauront faire soupçonner à leurs élèves les 
théories qu'ils n'ont pas le loisir d'aborder. Montrer que 
la science n'est pas bornée à ce qu'il enseigne immédiate- 
ment, qu'elle ne se réduit pas à des artifices qui permet- 
tent de traiter des problèmes fabriqués exprès pour les 
utiliser, faire pressentir la grandeur de la science et, ainsi, 
en inspirer le respect, c'est, pour le maître, la partie vrai- 
ment noble et élevée de son métier. 

Les lecteurs auxquels s'adresse M. Vogt sont donc nom- 
breux. Sans doute, son livre n'est pas le premier qu'on ait 
écrit sur la matière ; sans parler des mémoires originaux, 
auxquels il faudra toujours recourir, mais qu'il vaut mieux 
étudier après avoir acquis des vues d'ensemble sur l'état 
actuel de la science, il est certain que le Traité d'algèbre 
supérieure de J. A. Serret rendra, pendant longtemps 
encore, de grands services ; mais, depuis le temps où il a 
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paru, bien des recherches importantes ont été faites, dont 
les résultats et l'esprit n'ont pu pénétrer dans un livre qui 
les avait précédées; le Traité des substitutions de M. Jordan 
est une œuvre magistrale, qui s'adresse plutôt à ceux qui 
veulent approfondir la science qu'à ceux qui veulent s'y 
initier. La Théorie des substitutions de M. Netto, le Manuel 
d'algèbre de M. Weber, dont le premier volume vient de 
paraître, sont d'excellents livres, mais qui ne sont pas 
écrits en français. Le livre de M. Vogt vient ainsi prendre 
une place qui était vide, et qu'on sentait vide. Je suis 
persuadé que le plaisir que j'ai trouvé à le lire sera 
partagé par tous ceux qui l'étudieront. 



Paris, le 23 Juin 1895. 



JULES TANNERY. 
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CHAPITRE I 



DES GROUPES DE SUBSTITUTIONS 



1. Une substitution est Topération qui consiste à remplacer un ou 
plusieurs éléments par un même nombre d'autres qui leur corres- 
pondent respectivement d'après une loi déterminée. Lorsqu'on rem- 
place par exemple une variable x par 

ax-^-b 
cx + d 

où a, 6, c, d sont des constantes, on dit que l'on effectue sur cette 
variable une substitution linéaire ; de même, lorsqu'on remplace 
deux variables x Qi y respectivement par ax-\-by^ cx-^dy^ on 
effectue sur ces variables une substitution linéaire homogène ; 
a, 6, c, d sont appelés les coefficients de la substitution. 
Nous nous occuperons spécialement des substitutions suivantes : 
Considérons n éléments représentés par les lettres a?i, arj, . . . , a?n 
et leurs permutations linéaires, en nombre n ! ; les substitutions 
que nous étudions sont celles qui remplacent chaque élément 
d'une permutation par l'élément de même rang d'une deuxième 
permutation, distincte ou non de la première. Gomme l'ordre des 
éléments qui se correspondent n'intervient pas dans le résultat, 
on peut supposer que chaque substitution remplace les éléments 
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d'une permutation fixe, par exemple a?i, 0:2,. . ., x»^ par ceux de 
même rang de chacune des n ! permutations ; il y a donc n ! subs- 
titutions distinctes. 

En particulier, celle qui fait correspondre une permutation à elle- 
même n'altère aucun élément; on rappelle substitution identique 
ou unité, ce que Ton indique par la notation S = 1. 

Les substitutions les plus simples non identiques sont celles qui 
remplacent, dans une permutation, chaque élément par celui qui le 
suit et le dernier par le premier ; une telle substitution est appelée 
circulaire, et les éléments forment un cycle. 

Toute substitution de n éléments est circulaire ou se décompose 
en substitutions circulaires. Soit en effet Xi un élément quelconque, 
ar» celui par lequel il est remplacé par la substitution donnée, x^ 
celui qui remplace a:», x^ celui qui remplace ar^, etc.; on arrive ainsi 
à un élément x^ que la substitution remplace par Xy, Les éléments 
Xi, aTai x^t ^Y» . • . ï a?x sont permutés circulairement et forment un 
cycle ; dans le cas particulier où Xi reste inaltéré par la substitution, 
on peut dire que cet élément forme à lui seul un cycle. 

Si le premier cycle ainsi obtenu renferme les n éléments, la 
substitution donnée est circulaire ; dans le cas contraire, un élé- 
ment a?^ n'entrant pas dans ce premier cycle donne naissance à un 
deuxième de la même manière, et ainsi de suite. De cette façon 
les n éléments sont partagés en cycles distincts n'ayant aucun élé- 
ment commun, et la substitution donnée est décomposée en autant 
de substitutions circulaires qu'il y a de cycles ; l'ordre dans lequel 
sont effectuées ces substitutions partielles est indifférent. 

Les substitutions circulaires dont les cycles renferment deux 
éléments seulement s'appellent transpositions; une substitution 
circulaire quelconque se ramène à une suite de transpositions ; par 
exemple celle dont le cycle est Xix^x^ . . . a?x se ramène à la suite 
des transpositions de cycles respectifs XiX^,^ x^x^^,.. , x^Xy, effectuées 
dans cet ordre. Il résulte de ce qui précède que toute substitution 
peut être décomposée en transpositions successives. 

2. On indique une substitution de différentes manières : 
!• On écrit l'une au-dessous de l'autre, dans une même paren- 
thèse, la permutation primitive et celle qui lui correspond ; 
exemple : 
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^ /3?i X2 X3 X^ X:^ a?6 

\X2 Xq X^ Xi X5 Xi 

est la substitution qui remplace Xi par a^s, x^ par are» etc. ; 

2° On indique une substitution circulaire de plusieurs éléments 
par la suite de ces éléments placés dans une parenthèse ; pour une 
substitution quelconque, on décompose la totalité des éléments en 
cycles distincts ne renfermant aucun élément commun, et Ton écrit 
les substitutions circulaires relatives à ces cycles à la suite Tune de 
l'autre, dans un ordre quelconque ; il est inutile d'écrire les élé- 
ments non altérés ; la substitution précédente s'écrira de cette 

façon : 

S = {xiX2X^){x2Xfi) = {XfXe){XiX3X^) ; 

3* Dans certains cas, on indique la loi qui détermine l'indice d'un 
élément de la nouvelle permutation en fonction de celui de l'élément 
correspondant de la permutation primitive ; par exemple la substi- 
tution circulaire 

O = [^XqXiX^^J 

sera indiquée par 

i'^i+i (mod. 4), 

i et i' étant les indices de deux éléments correspondants. 

3. Si l'on effectue sur un ensemble d'éléments E une substitution 
. S le remplaçant par l'ensemble E', puis sur E' une substitution S' 
le remplaçant par E", la substitution S" qui remplace E par E'' est 
appelée le produit de S par S', ce que l'on indique par la notation 
S'' = S.S' ; de même si l'on effectue successivement les substitu- 
tions Si, S2,..., S^, le résultat peut être obtenu par une substitu- 
tion S qui est appelée le produit des précédentes, ce que l'on 
indique par S = SiS2...S^, en plaçant les facteurs dans Tordre 
successif des substitutions, de gauche à droite ; le produit dépend 
de Tordre des facteurs ; par exemple pour trois éléments a?i, a?2, a?3, 

les substitutions 

S = {xiXi), S' = (a?2^3) 

ont pour produits 

On appelle substitution inverse d'une substitution S', ce que Ton 
indique par la notation S~S celle qui est définie par Tune ou 
l'autre des égalités suivantes, qui sont équivalentes : 

SS-» = 1, s-»s = i. 
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On Tobtient en renversant dans chaque cycle rordre des éléments 
qui le composent. On écrit de plus S. S = S^ et en général 
S^'.S^ = S^ + 5 pour toute valeur positive ou négative de p et de q. 
Étant donné un ensemble de substitutions distinctes 

on dit qu'elles forment un groupe si leurs inverses, leurs puissances 
et leurs produits font partie du même ensemble ; on appelle ordre 
du groupe le nombre des substitutions qui le composent, y compris 
la substitution unité ; on appelle degré le nombre des éléments qui 
sont soumis à ces substitutions. 

Pour définir un groupe, il suffît de donner une ou plusieurs subs- 
titutions fondamentales dont les puissances positives ou négatives 
et les produits constitueront les substitutions du groupe ; ces puis- 
sances et ces produits forment un nombre limité de substitutions 
distinctes, au plus égal à n ! dans le cas de n éléments; on recon- 
naît que les substitutions sont fondamentales si chacune d'elles ne 
fait pas partie du groupe défini par les autres. 

Je vais montrer qu'une seule substitution définit, par ses puis- 
sances, un groupe dont Tordre, appelé aussi Tordre de la substitu- 
tion, est égal à Texposant de la première puissance de cette substi- 
tution qui se réduise à Tunité. 

Soit S une substitution, m le plus petit exposant tel que 
S'" = 1 ; les substitutions 

•C C2 C3 Cm 

o, 0,0,. ••,0 

forment un groupe ; en effet : on a d'abord S"* = S'"~S car les 
produits de ces deux substitutions par S sont égaux à Tunité ; de 
plus, si p est une puissance quelconque positive ou négative, et 'p' 
un nombre positif ou nul inférieur à m tel que 

p = mq-{- p\ 
on a 

Comme Sp' est une des m substitutions considérées, on voit que les 
inverses, les puissances et les produits des substitutions de l'en- 
semble font partie de cet ensemble. 

Les substitutions précédentes sont enfin distinctes, car si pour p 
et q égaux ou inférieurs a 7/1 et différents on avait &^ = S*, 
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on aurait S*^' = i, ce qui est impossible ; on conclut de là que 
l'ordre du groupe est bien égal à m. 

Par exemple une substitution circulaire a un ordre égal a son 
degré. 

Une substitution quelconque se ramène, comme on l'a vu, à des 
substitutions circulaires relatives à des cycles n'ayant aucun élé- 
ment commun, et effectuées dans un ordre quelconque ; un raison- 
nement immédiat montre que Tordre de la substitution est égal au 
plus petit commun multiple des ordres des substitutions circulaires 
dont elle est composée. 

Il est évident d'après cela que Tordre d'une substitution com- 
posée de cycles de a, p, ... éléments, où «-i- p-h ... < ^i, est 

1 

toujours inférieur à n î, et à -x- ni si n > 3, car le plus petit 

commun multiple des nombres a, p, ... est au plus égal à leur 
produit, et est inférieur au produit 1, 2,..., n et à la moitié de 
ce produit. 

4. L'ensemble des n I substitutions que Ton peut effectuer sur n 
éléments forme un groupe, car les puissances et les produits de ces 
substitutions font partie du même ensemble ; ce groupe est appelé 
le groupe symétrique des n éléments, parce que ses substitutions 
laissent invariable toute fonction symétrique de ces éléments. 

Théorème. — Le groupe dérivé des 7i — 1 transpositions 

est identique au groupe symétrique des n éléments a?i, x^^ . . ., a:„. 
Car d'après l'égalité 

\Xg^X^) = \X\X^)\X\X^j\^XiXu)y 

une transposition quelconque est dérivée des précédentes, et il en 
est de même de toute substitution qui se ramène, comme on Ta vu, 
à une suite de transpositions. Le groupe renferme donc les n ! 
substitutions du groupe symétrique et lui est identique. 

5. Le groupe le plus important après le groupe symétrique est le 
groupe alterné, formé par la substitution unité et les substitutions 
composées d'un nombre pair de transpositions ; il est ainsi appelé 
parce que ses substitutions laissent invariable la fonction 
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\l{xi—xj), i>j, i,y = 1, 2, ..., ?i 

qui a deux valeurs égales et de signes contraires lorsqu'on effectue 
toutes les substitutions possibles sur les éléments an, x^,, . ., a:„. 
Pour décomposer une substitution en transpositions, il suffit de 
remarquer, comme on Ta vu, qu'une substitution circulaire de p élé- 
ments, telle que [XiXi. . .x^,), est le produit des p — 1 transpo- 
sitions 

{XiX2\XiX-i), . ,[XiXp) \ 

une substitution quelconque altérant m éléments, et composée de k 
cycles, est par suite le produit de m — k transpositions. 

Pour montrer que les substitutions composées d'un nombre pair 
de transpositions forment un groupe, nous nous appuierons sur le 
théorème suivant : 

Théorème. — Si une substitution S est le produit de q transposi- 
tions, et si on la multiplie par une transposition T, on forme une sub- 
stitution ST qui renferme q -h i ou ^—1 transpositions. 

Soit une substitution S portant sur m éléments et renfermant k 
cycles ; on a q = m — k ; différents cas peuvent se présenter pour 
la transposition T : 

1** Les éléments permutés par T sont distincts des m éléments 
altérés par S; alors ST comprend deux éléments de plus et un cycle 
de plus que S, donc q-hi transpositions ; 

2* Un des éléments de T appartient à un des cycles de S ; soit 

par exemple 

S = {XiX2XzX^){x^Xq), t = (X2X^) ; 

alors 

ST = [XiXiX-iX^x^jl^x^XQj j 

le produit ST renferme autant de cycles et un élément de plus que 
la substitution S, donc q -\-i transpositions ; 

3" Les deux éléments de T appartiennent à deux cycles difTérents 
de S ; soit, par exemple, dans le cas précédent, T = {x^x^) ; alors 

S 1 = [3CiX^XqX2X3X^j j 

le produit renferme un cycle de moins, donc encore ^ -h 1 trans- 
positions ; 

4* Enfin, si les deux éléments de T appartiennent à un même 
cycle de S, par exemple si T = (0:20:5), on a 

ST = {xiXz){x^3){XiX6) ; 
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il y a un cycle de plus, et par suite 7 — 1 transpositions, ce qui 
démontre le théorème. 

Ceci nous montre que quelle que soit la manière de décomposer une 
substitution en un produit de transpositions, le nombre de ces trans- 
positions conserve la même parité. En outre, le produit de deux 
substitutions d'un nombre pair de transpositions est une substitution 
de même nature, ce qui démontre Texistence du groupe que nous 

avons appelé alterné. 

n ! 
Théorème. — L'ordre du groupe alterné est égal à — • 

Partageons Tensemble des n ! substitutions en deux parties : 
1* celles qui renferment un nombre pair de transpositions, y com- 
pris l'unité, et qui composent le groupe alterné ; 2* celles qui ren- 
ferment un nombre impair de transpositions et ne forment pas de 
groupe ; si nous multiplions les premières par une transposition 
quelconque T, nous formons des substitutions distinctes, faisant 
partie du deuxième ensemble ; de même les produits des substitu- 
tions du deuxième ensemble par une transposition quelconque sont 

distincts et font partie du premier ; les deux ensembles contiennent 

1 

par suite le même nombre de substitutions, c'est-à-dire -- n ! 

2 

Théorème. — Le groupe alterné contient toutes les substitutions cir- 
culaires renfermant un nombre impair d'éléments et ne contient aucune 
des autres. 

En effet, une substitution circulaire de p éléments est le produit 
de p— i transpositions. 

Corollaire. — Le groupe dérivé des n — 2 substitutions circu- 
laires 

est le groupe alterné des n éléments Xi, x^, . . . , a?„. 

En effet, toute substitution circulaire de trois éléments est un pro- 
duit des précédentes, d'après Tégalité 

yXj^X^X^j = \XiX2X3^jyXiX<^yjyXiX2X^]yXiX2Xg^J\^XiX2Xg_j\^XiX2X^j 

\^XiX2Xfi)\^X\X2X^I\XiX2Xy) . 

De plus, le produit de deux transpositions est un produit des substi- 
tutions précédentes, car 

\^X2,X^j[X2,X^) ^^ {^X^X^X^j^ 
\X2,X^)yX^Xij ^ \^X2,X^X^j\^X2XiX^j \ 
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le groupe renferme ainsi tous les produits d'un nombre pair de trans- 
positions ; par suite, il est identique au groupe alterné. 

On conclut de là qu'un groupe renfermant toutes les substitu- 
tions circulaires d'ordre 3 se confond avec le groupe alterné ou 
avec le groupe symétrique. En effet, il renferme d'abord toutes les 
substitutions du groupe alterné, comme on vient de le voir, par 
suite toutes celles qui sont composées d'un nombre pair de trans- 
positions ; s'il en renferme une autre, composée d'un nombre im- 
pair de transpositions, il contient les produits par cette dernière 
des substitutions du groupe alterné, et ces produits constituent, 
avec celles-ci, toutes les substitutions du groupe symétrique. 

On verrait de la même manière qu'un groupe contenant toutes les 
substitutions circulaires d'ordre 5 se confond avec le groupe alterné 
ou bien avec le groupe symétrique, car on a 

[Xq^X^X^j — \^X2,X^XfX^X^j\Xg^X^XyX^X^j y 

par suite le groupe contient toutes les substitutions circulaires du 
troisième ordre et celles du groupe alterné ; il se confond avec lui 
ou avec le groupe symétrique. 



CHAPITRE II 



DES SOUS-GROUPES — GROUPES SIMPLES ET COMPOSÉS 



6. On dit qu'un groupe G contient un autre groupe G' s'il ren- 
ferme toutes les substitutions de cet autre ; le second groupe G' est 
appelé sous-groupe du premier. 

Théorème. — U ordre d'un sous-groupe d'un groupe donné est un 
diviseur de V ordre de ce groupe. 

Soit un groupe G et un sous-groupe G' composé des substitu- 
tions 

(1) Si == 1, S2, S3, ..., S^'. 

Si Sj est une substitution du groupe G non contenue dans G', les 
substitutions 

(2) Si22) S2^2î . . • 1 Sr'Sj 

jouissent des propriétés suivantes : 

!• Elles sont distinctes Tune de Tautre, car si Ton avait par exem- 
ple SaSa = SpSa, les produits de ces substitutions par 2i"^ qui 
sont respectivement S» et Sp, seraient égaux, ce que nous ne suppo- 
sons pas ; 

2® Elles sont distinctes des précédentes, car si S^Sj était égal à 
83, on aurait Sj = Sr*Sp, et Sg ferait partie du groupe G', ce 
qui est impossible; 
3® Elles font partie du groupe G. 

S'il existe dans le groupe G d'autres substitutions que les précé- 
dentes, et si S3 est une telle substitution, on verra de même que 
rensemble 

(3) S1S3, S2S3, ..,, Sr'Sa 
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jouit des mêmes propriétés ; les substitutions qu'il renferme sont 
distinctes Tune de Tautre, distinctes de celles de Tensemble (1), et 
aussi de celles de l'ensemble (2), car si Ton avait S^Sa = S^Sa, on 
aurait S3 = (87*83)2, et S3 ferait partie de Tensemble (2), ce qui 
est impossible ; elles font enfin partie du groupe G. 

En continuant de cette façon, on voit que, si Ton représente 
par Si la substitution unité, on peut ranger les substitutions du 
groupe G en un tableau de la forme 



(4) 



Si^i, 02-^^1, ..«i Sr'Si 
Si^oi SîAJ2i ...» Sr'^î 



OÙ Si = 1, S2,. . ., Sp sont des substitutions convenablement 
choisies de ce groupe ; il les renferme toutes et chacune une seule 
fois ; par suite Tordre r du groupe G est égal a r'p, ce qui démon- 
tre le théorème. 

Corollaire I. — L'ordre d'un groupe est un diviseur de ni 
Car un groupe quelconque est un sous-groupe du groupe symé- 
trique, dont Tordre est n ! 

Corollaire II. — Les substitutions communes à deux groupes for- 
ment un troisième groupe qui est contenu comme sous-groupe dans 
chacun des premiers. 

En effet, les inverses, les puissances et les produits des substitu- 
tions communes à deux groupes sont également communs à ces deux 
groupes, ce qui montre que les substitutions communes forment 
un groupe ; c'est un sous-groupe de chacun des premiers, et son 
ordre est un diviseur commun aux ordres de ces groupes. 

Si ces ordres sont premiers entre eux, les deux groupes ne peu- 
vent avoir d'autre substitution commune que la substitution unité. 

7. Étant donnée une substitution S et une autre T, on appelle 
transformée de la première par la seconde la substitution T~*ST. 

Si Ton désigne par substitutions semblables celles qui sont com- 
posées d'un même nombre de cycles, portant respectivement sur un 
môme nombre de lettres, deux substitutions transformées Tune de 
l'autre sont toujours semblables. 



DES SOUS-GROUPES H 

En effet, soit 
la substitution S décomposée en cycles, et 






une autre substitution par laquelle on transforme la première ; en 
appliquant successivement les substitutions T"*, S et T, l'élément a?, 
est remplacé par ar,, x^ et 0?^; la transformée T~*ST change par 
suite x^ en x^, de même x^ en ar^, etc. ; on voit de cette façon que 
Ton obtient cette transformée en remplaçant chacune des lettres 
de S par celle que T lui fait correspondre, de sorte que 

1 o 1 ^^ \^X2,X^Xy . • • )\*^\ * • • / • • • ) 

les deux substitutions sont bien semblables. 

Réciproquement, deux substitutions semblables sont transformées 
Tune de l'autre par une troisième substitution, celle qui remplace 
chaque lettre de la première par la lettre de même rang dans la 
seconde, en supposant que Ton ait écrit les cycles successifs de 
façon que ceux qui possèdent le même nombre de lettres se corres- 
pondent dans les deux substitutions. 

Comme conséquence, on peut remarquer que les produits ST et 
TS, qui sont en général différents, sont semblables, car Tun est une 
transformée de l'autre d'après l'égalité 

ST = T-*(TS)T. 

Théorème. — Les transformées des substitutions d'un groupe G par 
une même substitution forment un groupe. 

Si l'on considère en effet deux substitutions quelconques Si et Sj 
du groupe G et leurs transformées par T : T-^SjT, T-^SbT, leur 

produit 

(T-*SiT)(T-*S,T) = T-HSiS2)T 

est la transformée d'une substitution du groupe et fait partie du 
môme ensemble que les transformées de Sj et de Sj. 

Le nouveau groupe est appelé transformé du groupe G par la 
substitution T, et est indiqué par la notation T~*GT. 

8. On dit que deux substitutions S et T sont permutables si les 
produits ST et TS sont égaux ; chacune d'elles est égale à sa trans- 
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formée par l'autre, car de l'égalité ST = TS, on déduit T = S-*TS 
et S = T-*ST. 

. De la même manière on dit qu'un groupe G est permutable h une 
substitution T si le groupe T~*GT transformé de G lui est iden- 
tique, à Tordre près des substitutions, c'est-à-dire si Ton a, quel 
que soit a, une égalité de la forme 

T-^SJ = S,; 

les transformées des substitutions de G étant distinctes reprodui- 
sent, dans un ordre quelconque, les substitutions de ce groupe, de 
sorte que les ensembles (SaT) et (TS,) sont identiques à l'ordre 
près. 

Si un groupe G est permutable à deux substitutions T et Ti, il 
est permutable à leur produit, car 

(TTO-^Sa(TTO = T7*T-*SJTi = VSpT^ = S„ 

en désignant par Sp la transformée de S» par T, et par S^ celle de 
Sg par Ti. 

On conclut de là que les substitutions auxquelles un groupe est 
permutable forment elles-mêmes un groupe. 

On dit qu'un groupe G est permutable à un groupe H s'il est 

permutable à toute substitution de ce groupe ; on indique cette 

propriété par la notation 

H-*GH = G. 

Si un sous-groupe Gi d'un groupe G est permutable à ce groupe, 
on dit que Gi est un sous-groupe distingué ou invariant de G. 

Comme exemple, le groupe alterné est un sous-groupe invariant 
du groupe symétrique, car la transformée d'une substitution du 
groupe alterné par une substitution quelconque renferme un nombre 
pair de transpositions et appartient au groupe alterné. 

Comme autre exemple, considérons le cas de n = 4 ; le groupe 
symétrique contient 24 permutations et le groupe alterné 12. 

Ce groupe alterné est constitué par les substitutions 

Si = 1, Ss = {xiXi){xzX^), Sa = {XiX3){x2Xi.), S* = {XiXi){x^i) = S2S3, 

■>' r 

S5 = {XiXfX-i), Se = {XiXiXi) = SI, 

S7 = [XiXzX^) = S2S5, Sg = [x^XsX^) = S2S?, 

S9 = {XfXiXz) = S3S5, Sio = [x^x^Xi) = S3SI, 

Su = {xiXiX^) = SiSfi, S12 = {xix^xz) = S4S? ; 
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on voit qu'il dérive des substitutions S2, S3 et S3, d'ordres respectifs 
2, 2 et 3. 

Le groupe symétrique est formé des substitutions précédentes et 
de leurs produits par une transposition quelconque, par exemple 
T = {X1X2)', nous le représenterons par G et le groupe alterné 
par G'. 

Le groupe d'ordre 4, 

H = (Si = 1, Sj, S3, S4), 

est un sous-groupe du groupe alterné ; il est permutable au groupe 
symétrique ; en efTet : il Test d'abord aux substitutions S^, S^ et S4 
du groupe H ; il Test aussi à S3, car 

Sj S2S5 = S4, O5 S3S.-, = 02y S^, S4S5 = S3 \ 

il Test enfin à la transposition T, car 

T-^SaT = S2, T-^SaT = S4, T-»S4T = S3 ; 

par suite, il Test à toute substitution dérivée de S2, S3, S;i et T. 

Le groupe H est donc un sous-groupe invariant du groupe symé- 
trique, et aussi du groupe alterné. 

On verrait de la même manière que chacun des groupes d'ordre 2, 

K| = (Si, S2), K2 = (Si^ S3), K3 = (Si, S4), 

est un sous-groupe invariant du groupe 11, sans l'être du groupe 
symétrique ni du groupe alterné. 

9. Soient 

G = (Si = 1 , S2, . . . , Sr), 

H = (T. = 1, T,, ..., T/) 
deux groupes permutables l'un à l'autre, c'est-a-dire tels que 

H-'GH = G, G-41G = H ; 

on sait (§ 6) que les substitutions communes forment un groupe 

K = (Ui.- 1, U2, .. , Up), 

dont l'ordre p divise r et /, de sorte que r = pp, /•' = pp' ; de 
plus, que l'on peut écrire les groupes G et H sous forme de tableaux 
comme il suit 
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OÙ Sa et SJ sont des substitutions convenablement choisies, et où 
Si et 2J représentent en particulier la substitution unité. Je vais 
démontrer le théorème suivant : 

Théorème. — Les substitutions UaS^S^ forment un groupe d'ordre 

vr' 
pjjp' = — contenant les deux grouj)es G e^ H comme sous-groujoes 

invariants^ et le groupe K est un sous-groupe invariant à la fois de 
G et de H. 

Pour le démontrer (*), remarquons qu'un produit de la forme 

appartient à la fois aux deux groupes G et H, car la première et la 
seconde parenthèse représentent des substitutions faisant partie 
respectivement de ces deux groupes; il appartient par suite au 
groupe K. Si on le représente par U^, et si Ton prend son inverse 

TpSJ^^Sa-S les égalités 

donnent, en multipliant les deux membres de la première par T^S», 
et ceux de la seconde par SaT^, 

En particulier, en prenant pour S^ et Tp des substitutions particu- 
lières, telles que S», SJ ou bien U», U^, on trouve entre les substitu- 
tions S, S' et U des relations de la forme suivante : 

l\Si = U,2;S„ SaU, = U«S„ S'pU, = U,S',. 

Cela posé , les substitutions de la forme UaS^S^, où a, p, y 
prennent toutes les valeurs possibles respectivement comprises 
entre 1 et p, i et jo, 1 et /)', constituent un groupe ; en effet, 
remarquons d'abord que Tinverse d'une substitution quelconque S 
est identique à la puissance de degré m — i de cette substitution, 
m désignant son ordre ; il suffit donc de faire voir que le produit de 

(') Comparer Netto, Suhstitutionentheorie^ p. 87. 
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deux substitutions quelconques de la forme 11.2^^^ et Ua'ilp'S^', 
égales ou inégales, fait partie du même ensemble que les premières. 
Or ce produit 

peut s'écrire successivement, en utilisant les relations précédentes 
et posant 

sous la forme suivante : 

ou bien encore Ua-Sp-SÇ- ; il fait bien partie de l'ensemble considéré. 
Je vais montrer maintenant que les substitutions de cet ensemble 
sont distinctes, c'est-à-dire qu'on ne peut avoir 

U.SpS; = U.'Sp'SV que si a = a\ p = p', y = y. 
Supposons que Ton ait en efTet une telle égalité ; on en déduit 

le premier membre représente une substitution du groupe H, le 
second du groupe G ; elles ne peuvent être égales que si elles 
appartiennent au groupe K, c'est-k-dire sont de la forme Uç ; 
Tégalité 

Sf^Y' = 1^5> 

qui entraîne la suivante : 

s; = u.sv, 

ne peut avoir lieu, d'après les hypothèses faites sur les substitu- 
tions 2?, que si y = ï' ^^ Us = 1 ; il en résulte : 

et, pour la même raison, cette dernière égalité exige que P = p' 
et a = a'. 

Nous voyons ainsi que les substitutions U^SpiÇ sont toutes dis- 

vr' 
tinctes ; leur nombre est ppp' = — ; c'est Tordre du groupe cons- 

P 
titué par ces substitutions. 

II admet les groupes G et H comme sous-groupes ; je dis que 

chacun d'eux, G par exemple, est un sous-groupe invariant, ou qu'il 

est permutable à toute substitution du groupe (UaSpXJ) ; en effet, la 

transformée de la substitution S = \Jz'^^' du groupe G par 
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Uaipi:; est 

et peut être ramenée, par des transformations analogues à celles 
que nous avons opérées précédemment, à la forme U^Sp', qui appar- 
tient au groupe G. 

Enfin le groupe K, qui est un sous-groupe de G et de H, est sous- 
groupe invariant de chacun d'eux, de G par exemple, car la trans- 
formée de Va' par UJl^ est 

et se ramène à une substitution U^ du groupe K. 
Le théorème se trouve ainsi démontré. 

10. Lorsqu'un groupe G contient un sous-groupe invariant Gi, on 
dit qu'il est composé ; on dit qu'il est simple dans le cas contraire. 

S'il n'existe aucun groupe H, sous-groupe invariant de G, et con- 
tenant Gi comme sous-groupe, on dit que Gi est un sous-groupe in- 
variant maximum de G. 

Si un groupe G est composé, et si l'on forme une suite de groupes 

G, Gi, Gi, . . . , GjA, 1, 

dont chacun est un sous-groupe invariant maximum du précédent, 
et dont le dernier est formé de la substitution unité, on dit qu'elle 
est une suite de composition du groupe G. 

sont les ordres respectifs de ces groupes, les nombres e^, 62,.. , 
(?p„ e^_^i sont appelés les facteurs de composition de G; on a 

Il peut se faire qu'un groupe composé ait plusieurs suites de com- 
position distinctes ; nous allons démontrer le théorème fondamental 
suivant : 

Théorème. — SHl existe plusieurs suites de composition distinctes 
d'un groupe composé^ les facteurs de composition sont les mêmes ^ à 
V ordre près, et par suite sont en même nombre. 

Soient 

(1) G G, G2 . . . Gjj, 1, 

(2) G g; G'2 ... G^' 1 
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deux suites de composition de G ; ei, es, ... ; Ci, c^, . . . les facteurs 
de composition. Il peut se faire que plusieurs groupes à partir de G 
soient les mêmes dans les deux suites; il suffît de démontrer la 
proposition pour le premier groupe dont les sous-groupes sont dif- 
férents ; je suppose, pour fixer les idées, que ce soit G, et que Gi 
et Gi soient distincts. Considérons ces deux groupes : 



et le groupe 



Gi — (Si — 1, S2, • • •» ^r^Ji 

Gi = lTi = l, T2, ..., t;;) 



formé par les substitutions communes. En employant les notations 
du § précédent, Gi et Gi sont permutables et le groupe (UaS^S^) les 
contient comme sous-groupes invariants ; je dis qu'il se confond 
avec le groupe G ; en effet, il est permutable au groupe G, car si V 
est une substitution de G, on a 

Comme la première parenthèse V~^UaIpV est la transformée d'une 
substitution S, elle appartient au groupe G, et a la forme Ua'S^» ; 
de même la seconde V~*SÇV appartient au groupe G', et a la forme 
Va'^'t'i leur produit se ramène, comme on Ta VU, à UbSp'SV où 8 est 
convenablement choisi, et fait partie du môme groupe (UaS^SÇ) ; 
si donc ce groupe ne se confondait pas avec G, ce serait un sous- 
groupe invariant de G admettant Gi et G{ comme sous-groupes, ce 
qui est impossible car Gi et G'i sont maxima. 

On déduit de là que ppp' = r = r^Ci = r'^e'^^ et par suite que 

eie[ e\ e, 
D'autre part, le groupe K dont nous venons de déterminer Tordre 
est un sous-groupe invariant de Gi ; je dis qu'il est maximum. S'il 
existait en effet un sous-groupe invariant de Gi contenant K, soit H, 
il serait de la forme H = (Ua<Jp), où les subtitutions a formeraient 
une partie de l'ensemble des substitutions S ; le théorème sur le- 
quel nous nous sommes appuyé étant applicable aux groupes H 
et Gi, qui sont permutables l'un à l'autre puisque chacun d'eux est 
une partie de G, on pourrait former un groupe (Ua^pS^) permutable 
à G et contenant Gl comme sous-groupe, ce qui est impossible 

VOGT. — nÉS. ALG. 2 
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puisque GKi est maximum ; le groupe H n'existe donc pas, et K est 

un sous-groupe invariant maximum de Gi et aussi de Gi. 

De là résulte que si 

K Kl K2 . . • i 

est une suite de composition de K, les deux suites 

(3) GGiKKi ... i, 

(4) G g; K k; . . . i 

sont deux suites de composition du groupe G. 

Le théorème énoncé se déduit de là immédiatement; il est vrai 
pour les suites (3) et (4), car les deux premiers facteurs de compo- 
sition sont respectivement ei, e'i ; el, ei, et les suivants sont identi- 
ques ; il sera vrai pour les suites primitives (1) et (2) s'il Test pour 
(i ) et (3) d'une part, (2) et (4) de Tautre ; or ces suites ont respecti- 
vement un groupe commun de plus que les premières à partir du 
groupe G, et Ton peut répéter le raisonnement de proche en pro- 
che jusqu'à ce qu'on obtienne des suites identiques ; le théorème 
est ainsi démontré. 

11. Théorème. — Le groupe alterné de n éléments est simple pour 

n > 4. 

Supposons que le groupe alterné soit composé et contienne un 

sous-groupe invariant 

H = (SiSj. . .) ; 

je dis que ce sous-groupe contient au moins une substitution circu- 
laire d'ordre 3 ; je vais montrer, pour le faire voir, qu'on peut tou- 
jours former une telle substitution appartenant au groupe. 

Si l'on en connaît une, la proposition est évidente ; si Ton connaît 
une substitution renfermant plus de trois éléments dans un de ses 
cycles, par exemple 

on la transformera par la substitution S = [xiX2X^ du groupe 
alterné, la transformée appartiendra au groupe H par hypothèse, 

et le produit 

S-»(S-»SS) = {x.x^x,) 

répondra à la question ; si l'on connaît une substitution renfermant 
au moins un cycle de trois éléments, par exemple 

S = [XiX2Xz){x,,x-^XQ) . . ou s = {XiXtXz)[x,;c^ . . . , 
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on la transformera par Sj = [xiXiX^), et le produit 

T = S-»(Sr*SSj) = {xiXiX^XsOC^) 

rentrera dans le cas précédent, de sorte que, en posant S2 = {xiXfXs), 
on aura 

1 2di 1 2*2 ^^ \XiX2X^J y 

qui sera une substitution circulaire d'ordre 3 ; si maintenant on con- 
naît une substitution contenant au moins trois transpositions, telle 

que 

S = {xiX2){x3X^){x^Xq) . . : , 

en la transformant par l'g = (0:10:30:5), on aura 

S-*S7*SS3 = {xiX3X-^){xtXQX^), 

ce qui rentrera dans un cas précédent ; enfin si Ton connaît une 
substitution 

S = {XiX2){x^^) 

qui soit le produit de deux transpositions, en la transformant par Ï3 

on aura 

S~*Sg-*SS3 = {xiXaX^x^Xi), 

ce qui donnera une substitution déjà examinée. 

Il y a donc toujours dans le sous-groupe invariant H au moins 
une substitution circulaire d'ordre trois ; si c'est par exemple 

S = (aPiX2a?3), 

on a en transformant S^ par S» = (a^s-Tao?»), 

2-»S2S, = {xyXiX^) ; 

le groupe H contient par suite toutes les substitutions circulaires 
de la forme précédente, et d'après une propriété démontrée (§ 5) 
se confond avec le groupe alterné lui-même ; celui-ci est donc 
simple, comme nous l'avions annoncé, puisqu'il ne contient aucun 
sous-groupe invariant distinct de lui-même. 

Remarque. — On voit que le raisonnement ne s'applique pas, dans 
le cas de n = 4, lorsque le groupe ne renferme que des substitu- 
tions de la forme {xiX^){x3Xi), car on a utilisé un cinquième élé- 
ment Xs pour former la substitution I3. Il y a ici un cas d'excep- 
tion, et le groupe alterné de quatre éléments est composé ; nous 
avons vu en effet (§ 8) que ce groupe a un sous-groupe invariant 

H = [i, {XiXt){x^Xi,), {XiX-i)(X2X^), {XiX^){X2X:i)], 
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de sorte que la suite de composition du groupe alterné se com- 
pose : 10 du groupe alterné G' ; 2® du groupe H ; 3° du groupe 
Kl ~ [I, {xiX2){x2pCi)] ou de l'un des groupes analogues K^, K3; 
40 de la substitution unité. 

Corollaire. — La suite de composition du groupe symétrique 
de n éléments, pour n > 4, se compose de ce groupe, du groupe 
alterné^ et de la substitution unité. 

Nous avons vu en effet au § 8 que le groupe alterné est un sous- 
groupe invariant du groupe symétrique ; il n'en existe pas d'autre, 
car un raisonnement identique au précédent montre que, pour 
n > 4, tout sous-groupe invariant du groupe symétrique doit ren- 
fermer toutes les substitutions circulaires d'ordre 3, et contenir par 

suite le groupe alterné ; comme il n'existe aucun groupe d'ordre 

n ! 
inférieur h. n\ et supérieur à --^ » le seul sous-groupe invariant du 

groupe symétrique est le groupe alterné lui-même; comme ce der- 
nier est simple, la proposition est démontrée. 

n I 
Les facteurs de composition sont, dans ce cas, 2 et — • 

Dans le cas de n = 4, la suite de composition du groupe symé- 
trique est formée : 1° du groupe symétrique G; 2° du groupe 
alterné G'; 3*» du groupe H d'ordre 4 ; 4° de l'un des groupes K,, 
K2, K3 d'ordre 2; 5" de la substitution unité. 

Les facteurs de composition sont 2, 3, 2 et 2 ; le groupe H est de 
plus un sous-groupe invariant du groupe symétrique. 



CHAPITRE III 

DES FONCTIONS RATIONNELLES DE PLUSIEURS 
VARIABLES INDÉPENDANTES 



12. Soit «p(a:i, Xj, ..., a„) une fonction entière des n variables 
indépendantes a?i, 0:2, . . ., Xn', effectuons sur ces variables toutes 
les substitutions possibles ; si les valeurs que prend la fonction sont 
algébriquement identiques à la première, on dit qu'elle est une 
fonction symétrique des n variables. On sait que toute fonction 
symétrique entière peut se mettre d'une seule manière sous la forme 
d'une fonction entière des fonctions symétriques simples : 

/l ^^ '^Xi^ J^ =■ 2dXjXj^ • • «1 /n ^^ XiX^* , .Xfi, 

Il arrive le plus souvent que les valeurs algébriques prises par la 
fonction donnée ne sont pas toutes identiques ; soient 



?i(^ii X2^ ..., a?„), • 92, 



o 

i 



p 



les fonctions distinctes obtenues, 91 représentant la fonction don- 
née ; il existe au moins une substitution conservant à ©i sa valeur, 
c'est la substitution unité ; dans tous les cas, les substitutions la lais- 
sant invariable forment un groupe, car en effectuant successivement 
un nombre quelconque de ces substitutions, la fonction conservera 
la même valeur, par conséquent le produit d'un nombre quelconque 
de substitutions de l'ensemble fait partie de cet ensemble; le groupe 
dont nous venons de démontrer l'existence s'appelle le groupe de la 
fonction ç>i(xi, X2, . . ., Xn). 

Par exemple, pour n = 4, la fonction 91 = Xix^-hx^;^^ prend, 
pour toutes les substitutions, les trois valeurs 91, 02 = xiX^ + XiX^^ 
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03 = XjX4 H- 0:2X3 ; ©1 reste invariable pour les substitutions du 
groupe d'ordre 8 : 

Gi = [1, (XjXa), (X3X4), {XiX2){X3Xi) , {XiX3){X2X^), {XiXi){XzXz), 

{^XiX2X2X^J^ \X\X^X2X3Jj, 

13. Réciproquement, on peut former, d'une Infinité de manières, 
une fonction entière qui reste invariable pour les substitutions 
d*un groupe donné, et change de valeur pour toute autre substitu- 
tion. 

Pour le montrer, nous allons d'abord former une fonction entière 
des n variables prenant n I valeurs distinctes pour les n I substi- 
tutions ; la somme 

OÙ ti|, tij, . . ., ti« sont des constantes arbitraires distinctes, répond 
à la question. Si Ton efTectue en efTet deux substitutions quelconques 
diflférentes : 






T = 



Xi 


X2 


• • • 


a;„ \ 


Xt, 


X6j 


• • • 


XtJ 


/ x, 


X2 


• • • 


x„ 


Upi 


^h 


• • • 


Xj 



dont nous représentons les inverses par 

li*$ vali?urs que prend la somme 4^, : 

xHHiHCttl stHîrirev ea les ordonnant par rapport à a?,, Xa, . . . , x„ : 

^U^ = I^H^^Xi + ti,,Xâ H h Wa^a:^), 

4ee<:t^" t^Ht^^mt itw itimiiques algébriquement que si Ton a à la fois 

:%i î^% ^'«^ iittp^>:îi$ibl^t puisque les constantes u sont distinctes et 

vv \'«< -uJ&c^!^ ^*^-v*'»i» tt^ sont pas tous identiques aux 

u^^iV^.vsViivH^tt^tewte^ 3i% Ph --*> ?»• +8 et ^T sont donc distinctes. 

V^^vi^^tKacivu^sl^ fofifiiHtoft précédente ^i la fonction de Galois 
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Si maintenant on considère un groupe 

G = (Si = i, S2, . . . , Sr) 

et les valeurs «l^i, 4'2i •••i^'r de la fonction de Galois lorsqu'on 
effectue les r substitutions du groupe, le produit 

cp(M, Xi, ..., a?„) = (u — 4/,)(m — rj/8)...(u — t}/^) 

satisfait, quel que soit m ^é 0, à la condition d'avoir pour groupe 
le groupe donné G. En effet, si Ton effectue une substitution S. du 
groupe, et si Ton pose 

Si Sa = Sa, SjSa = Sp, • • • ? SrS» = Sx, 

les substitutions S», Sp, ..., Sx sont distinctes puisque Si, Sa, ..., Sr 
le sont, appartiennent au groupe G et par suite sont identiques, à 
Tordre près, à Si, Si, ..., S^; les fonctions tj'i» +2» •••î'I'r se 
changent, par la substitution Sa, en ^^, ^^, . . . , tj'xi qui sont iden- 
tiques, à l'ordre près, aux premières valeurs ; par suite la fonction cp 
ne change pas. 

D'autre part, si Ton effectue une substitution T n'appartenant pas 
au groupe et si l'on pose 

oi 1 = Om, 02 1 ^^^ Oy, • • '9 Or* ~- '^«î 

aucune des substitutions S^^, S^, . . . , S« ne fait partie du groupe G ; 
le produit <p se transforme en un nouveau produit 

?T = (W — ^v){u — l^v) . . . (U — ^^), 

qui est différent du premier ; en effet, si les produits <p et ^t décom- 
posés en facteurs linéaires par rapport aux variables x étaient égaux, 
chaque facteur de l'un serait égal, à une constante multiplicative 
près, à un certain facteur de l'autre, et l'on aurait par exemple 

U — % = k{u — i^a) ; 

mais alors on en déduirait, puisque la constante u a été supposée 
^0, k = i et <^a = <^p„ ce qui est impossible ; la proposition 
se trouve ainsi démontrée (*). 



(*) Le raisonnement ne s'applique plus lorsque w = 0, h moins de supposer 
que les coefficients Mi, ttj, ..., Un de la fonction de Galois satisfont à d'autres 
conditions qu'à ceUe d'être inégaux. Considérons par exemple, dans le cas de 
n = 4, la fonction de Galois +i = a?i h- iXi — a?3 — «a?*, et le groupe H du 
§ 8 ; le produit 

9 = 4;i4/a<j;s4'4= (Xi-hiXi—X9—iX^){Xi-{-iXi -'Xi'-iX3){Xa-\-iXi—Xi'~iXi)(Xr\-i^z—i^i'—i^i) 
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Nous verrons plus loin quelles relations existent entre les fonc- 
tions, dont nous venons de démontrer Texistence, restant invariables 
pour les substitutions d'un groupe donné, et pour celles-là seule- 
ment ; nous dirons que ces fonctions appartiennent au groupe. 

14. Soit <pi(a:i, Xj, . . ., Xn) une fonction entière non symétrique 
appartenant à un groupe Gi d'ordre r, 

Gi = (Si = 1, S2, . . ., Sy), 

?2> •••»?? toutes les autres valeurs que prend cp,, obtenues en lui 
appliquant par exemple les substitutions S2, . . . , Sp non con- 
tenues dans le groupe précédent. 

Considérons les substitutions de l'ensemble 

S1S2, 82X2, • • • ï S,.2j2 \ 

elles transforment toutes cp, en cpj, et ce sont les seules, car si T 
est une substitution opérant cette transformation, le produit TS^* 
ne change pas cp, et est égal à l'une des substitutions S^, de sorte 
que T = S/fSa. On voit de même que les substitutions 

S1-J3, Sjia, ' • • y Sr-^a 

changent cp, en* cpg et sont les seules, et ainsi de suite. 
Le tableau suivant, où S, représente la substitution unité, 

Si^l, S2S11 •••» ^^^r^i, 

biS2, ^2^2^ • • • ï ^r— 2î 



renferme toutes les substitutions possibles, puisque la fonction 
prend, pour une substitution quelconque, l'une des p valeurs dont 
elle est susceptible, et que l'on a formé toutes celles qui lui font 
acquérir ces p valeurs; elles sont toutes distinctes, car celles d'une 



est bien invariable par les substitutions de H ; si on lui applique la substitution 
circulaire T = {X\XiXzX^)^ on obtient la valeur 

qui est identique à la première, car 

t|;{ = — et|;,, ^'t = ï>, +3 = — ï^'s, ^'i = i^A ; 

la fonction ? appartient donc h un groupe plus général que le groupe H. 

La règle donnée par différents auteurs, par M. Serret et M. Jordan par exemple, 
n'est pas énoncée d'une manière assez précise. 
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même ligne le sont déjà, et si Ton avait d'autre part S^S^ = S^'S^» 
pour k^V^ on en déduirait S;^' = 8^*8^1^; S*' transformerait 
<Pi en <p;fc et non en 9^» contrairement à Thypothèse. 

Par suite le tableau renferme une seule fois chacune des n ! sub- 
stitutions, et l'on a rp = n I . On peut remarquer qu'il est ana- 
logue au tableau (4) du § 6, et Ton peut énoncer le théorème sui- 
vant : 

Théorème. — Si une fonction appartient à un groupe (Tordre r, 

n ! 
elle a p = — '- valeurs^ et il existe r substitutions qui la trans- 
forment dans chacune de ces p valeurs. 

Remarque. — La fonction ©i appartient au groupe Gi d'ordre r ; 
chacune des autres valeurs, par exemple «p^t, est une fonction qui 
prend p valeurs comme <?i, et précisément ce sont ©i, oj, . . . , ©p-, 
en effet, une substitution quelconque S peut s'écrire S = 2^*8' ; 
S^* change o* en ©1 et S' change ©i en une des p valeurs pré- 
cédentes. 

ojc a alors un groupe Gk d'ordre /• puisque c'est une fonction 
ayant p valeurs, et que n ! = rp; je dis que ce groupe est le trans- 
formé de Gi par S^t, c'est-à-dire que 

G, = S)^»GiS, ; 
en effet, considérons une substitution quelconque S^^S^Sit du 
groupe transformé de Gi et appliquons-la à la fonction o^; S^* la 
remplace par ©i que conserve S,, et S;t transforme ©i en ©;tî toutes 
les substitutions de ce groupe transformé laissent donc ^^ invariable, 
et font partie du groupe G^ de cette fonction ; comme leur nombre r 
est égal à l'ordre de ce dernier groupe, Gk est identique au groupe 
transformé lui-même, d'où ce résultat : 

Corollaire. — Les p valeurs d'une fonction ont chacune un groupe 

n! 
éC ordre r = — \ les groupes correspondant à deux d'entre elles 

P ■ 

sont transformés Vun de Vautre par la substitution qui remplace ces 

valeurs V une par Vautre, 

15. Théorème. — Toute fonction symétrique entière des valeurs dis- 
tinctes que prend une fonction entière de plusieurs variables pour 
toutes les substitutions est une fonction symétrique entière de ces va- 
ricibles. 
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Soient <pi, <p2, . . . , ?p les valeurs distinctes que prend une fonc- 
tion entière cp^ et F(9i, Og, ... , <pp) une fonction symétrique entière 
de ces p valeurs; c'est une fonction entière des variables restant inva- 
riable pour toute substitution. En effet, une substitution quelconque 
S a pour résultat de conserver à chaque fonction sa valeur ou de la 
remplacer par une des autres ; les nouvelles valeurs cpj, 92, . . ., ?p 
qu'elles prennent sont toutes distinctes, car si Ton avait <p{, = ©i, 
en effectuant la même substitution S~* sur les deux membres, les 
résultats o^ et ^k devraient être égaux, ce qui est impossible ; 
par conséquent les fonctions o se reproduisent après la substitution 
S, dans un ordre quelconque, et la fonction symétrique entière 
F(<pi, ©2, . . . , cpp) conserve la même valeur ; c'est donc une fonction 
symétrique des variables x. 

Corollaire. — Les p valeurs que prend une fonction entière de plu- 
sieurs variables pour toutes les substitutions sont racines d'une équation 
algébrique entière dont les coefficients sont des polynômes entiers par 
rapport aux fonctions symétriques simples de ces variables. 

En eff'et, les coefficients de Téquation 

ayant pour racines les p valeurs ^1, ^2, ..•, çp sont des fonctions 
symétriques entières de ces p valeurs et par suite s'expriment par 
des polynômes entiers par rapport aux fonctions symétriques 
simples ^, /*2, -.., fn des n variables x; on peut ajouter que 
le premier coefficient de l'équation est égal à l'unité. 

Comme exemple de ce qui précède, considérons, dans le cas de 
n = 4, la fonction 91 = XiXz-hx^x^; elle admet le groupe d'or- 
dre 8 

Gi = [1, (xiiCs), [x^x^), (a?ia?2)(ar3a:4), {XiXs){x^^), {xiXi){XiX2), 

(a?iX3ar2X4) , [x^x^x^ccz)] 

et a par suite trois valeurs ; les deux autres sont 

«P2 = a?ia?3 + a?2X4, 
déduite de la première par S2 = [x^x^)^ et appartenant au groupe 

G2 = S^*G,S2 = [1, {xiXi), (a?2A), (a?ia?3)(a?2a:4), (x'iiCa) (073X4), 

(a7ia?4)(x,X3) , {xiX2X^x^) , {x 1X^x^X2)] , ' 
et 

çp3 = a?iX4-ha?2a?3, 
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déduite de çi par S3 = (x^xt), et appartenant au groupe 
G3 = Sr'GiSa = [1, {XiX^), {XiXz), {XiXi){x2X^), {xiXz){XfXi), 

{XiXi){X3X^), {XiX^X^Xz)^ (XiXiXiXz)]. 

On peut remarquer que les trois groupes ont en commun le sous- 
groupe 

H = [1, {XiX2){xzX^), (a?ia?3)(a?2X4), {XiX^){xtXz)]\ 

mais c'est un fait exceptionnel sur lequel nous reviendrons. 

Les trois fonctions çi, ?2, ?3 ont pour fonctions symétriques sim- 
ples les valeurs suivantes, où Ton pose 

fi = 2iXi, fi = ^XfXj, fz = IX^jXk, /i = XiX^zfC^^ 

91 4- ?S -H ?3 = SaTjXy = fi, 

?!?« -i- ?i?3 + ?2?3 = y^iXjXk = {IXi){'^XiXjXh) — AXiXiXzXi, = /*l^ — 4/;, 

?I?2?3 = ^Xix)xl'hXiX2X2XtXx} = /*! — W* + AY*> 

de sorte qu'elles sont racines de Téquation du troisième degré 
z' - fiZ' -t- (AA - 4A)z - [fl - Afif, 4- fif,) = 0. 
On peut remarquer que le discriminant de cette équation est 

(?1 — ?»)^(?l — ?3)*(?2 — ?3)* = (a?l — X^Y{X2 — XzY 

(a?! — ar3)2(ar2 — a?4)2(a?, — X2)\x2 — a?4)* 

et qu'il est identique au discriminant de l'équation du quatrième 
degré qui aurait pour racines a?!, a?2, a?3 et x^{*), 

16. Nous nous sommes occupés jusqu'ici des fonctions entières de 
plusieurs variables ; nous pouvons rattachera ce qui précède Tétude 
des fonctions rationnelles. 

Soit , ■ '^ '' '"' ". une fonction rationnelle mise sous la forme 

^i(a?i,ar,, ...,a?n) 

du quotient de deux fonctions entières des variables a?i. 0:2, ...^ a?n ; 
on peut la remplacer par une autre dont le dénominateur soit une 
fonction symétrique entière de ces variables. Il suffit de considérer 
les valeurs algébriques distinctes que prend le dénominateur pour 
toutes les substitutions ; si <^j, ^2^ ..., <^p sont ces valeurs, leur pro- 



(*) Cette remarque a été généralisée par Kronecker et M. Netto. Comparer 
Netto, Substitutionentheorie^ p. 56. 
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duit est une fonction symétrique entière, et Ton peut remplacer la 
fraction par 

^M'\>3 . . . ^^p 

dont le dénominateur est symétrique et dont le numérateur est une 
fonction entière des variables ; si elle est elle-même symétrique, on 
dit que la fraction donnée est une fonction symétrique rationnelle, 
et on peut la mettre sous la forme du quotient de deux polynômes 
entiers par rapport aux fonctions symétriques simples ; si au con- 
traire elle a p valeurs et appartient à un groupe G, on dit qu'il en est 
de même de la fraction donnée ; les p valeurs de la fraction sont ra- 
cines d'une équation algébrique à coefficients entiers par rapport 
aux fonctions symétriques simples, le premier n'étant plus égal à 
l'unité ; plus généralement, tout ce que nous avons dit des fonctions 
entières s'applique aux fonctions rationnelles. 



CHAPITRE IV 

RELATIONS ALGÉBRIQUES ENTRE LES FONCTIONS 
RATIONNELLES DE PLUSIEURS VARIABLES 



17. Nous avons vu au chapitre précédent que chaque fonction en- 
tière ou rationnelle de n variables indépendantes Xu arj, ,..^Xn 
appartient à un groupe particulier, et que, réciproquement, on peut 
former une infinité de fonctions entières ou rationnelles appartenant 
à un groupe donné. Ces fonctions ne sont pas indépendantes, comme 
cela résulte du théorème suivant, démontré par Lagrange pour la 
première fois. 

Théorème. — Si deux fonctions rationnelles de plusieurs variables 
sont telles que l'une reste invariable pour toutes les substitutions du 
groupe auquel l'autre appartient, la première s'exprime au moyen de 
la seconde sous forme d'un polynôme entier dont les coefficients sont 
des fonctions symétriques des variables. 

Soit cpi une fonction entière ou rationnelle appartenant au groupe 

Gi = (Si = 1, S2, ..., Sr) 

n I 
et ayant p = — valeurs, çi, 02, ...,?p, déduites de la première 

par les substitutions S, = i, l'a,. . ., Sp ; ces valeurs sont racines 
d'une équation algébrique de degré p : 

4>(z) = (2 — o,)(z — ç>2) . . . (s — ?p) = 0, 

dont les coefficients sont des fonctions symétriques des variables. 

Soit maintenant 4'i une autre fonction restant invariable pour 

toutes les substitutions de Gi ; elle a un groupe identique à Gi ou 

le contenant comme sous-groupc ; supposons, pour nous placer 
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dans le cas le plus général, que ^i appartienne à un groupe H, d'or- 
dre r' = kr, de sorte que pour toutes les substitutions, ^^i 

, ni p ^ 
prenne p = _ = L valeurs, ^;,, ^2, . . ., ^'p'. 

Reprenons le taUleau des n I substitutions dont nous avons parlé 
au §14 

OiSi, O2S1, ..., SrSj 
S1S2, S2S2, ..., SrSj 



tel que celles de la A* ligne changent ©1 en cp/t, et appliquons-les à 
^j ; comme toutes les substitutions d'une même ligne produisent 
sur ^i le même effet, et qu'à chacune des p' valeurs de cette fonction 
doivent correspondre kr substitutions, il est nécessaire que le tableau 
précédent se décompose en p' ensembles de k lignes chacun, trans- 
formant respectivement ^1 en ^1, ^2, . . . , ^/p'. Nous désignerons 
cependant par ^u 4^2, .-î 'l'p les valeurs que prend ^i lorsqu'on lui 
applique les substitutions Sj, Sa, . . . , Sp, ces valeurs n'étant pas 
toutes distinctes mais égales k h k. 

On peut ajouter que si les k premières lignes du tableau par 
exemple ne changent pas ^^ et constituent le groupe Hi, les autres 
ensembles de k lignes relatifs aux valeurs distinctes de ^i s'ob- 
tiendront en multipliant les substitutions de Hi par des substitu- 
tions T2, T3, . . ., Tp', convenablement choisies. 

Cela posé, soit Fi(cpi, ^i) une fonction rationnelle de <pi et ^i, et 
considérons une fonction symétrique des valeurs Fi, F2, . . . , Fp ; 
c'est une fonction symétrique des variables a?, car siune substitution 
S change cp^ en çy, elle change également ^i en <^;, elle conserve donc 
à chaque fonction F sa valeur ou la transforme dans une des autres ; 
d'après un raisonnement déjà fait au § 15, les valeurs des fonctions 
Fi, F2, ..., Fp se changent après une substitution quelconque en 
d'autres identiques aux premières, à l'ordre près, et toute fonction 
symétrique de ces valeurs est une fonction symétrique des va- 
riables. 

Considérons alors la somme 

*(2) 1 . 



H 



^i 



j^, 2—?.- *'(?i)' 



RELATIONS ENTRE LES FONCTIONS RATIONNELLES 31 

d'après ce qui précède, c'est une fonction symétrique des variables a?, 
et elle se met sous, forme d'un polynôme entier en z de degré 
p — i dont les coefficients sont des fonctions symétriques ration- 
nelles des variables, 

V(z) = Ajsp-» -h A2ZP-2 H h Ap ; 

d'autre part, d'après la formule de Lagrange, ce polynôme en z 
prend la valeur ^t lorsqu'on remplace la variable par ?, ; on a donc 
pour toute valeur de l'indice i, 

^i = W{^i) = A^cpp» 4- A,or' H f- Ap. 

Nous avons ainsi démontré non seulement que ^i s'exprime au 
moyen de ©i sous la forme d'un polynôme entier de degré p — 1 
à coefficients symétriques, mais encore qu'une valeur quelconque 
de ^i s'exprime au moyen de la valeur correspondante de ^i par 
le même polynôme . 

Si nous supposons en particulier que les groupes de çi et ^i sont 
identiques, le raisonnement s'applique à chacune de ces fonctions, 
ce qui permet d'exprimer chacune d'elles en fonction entière de 
r autre ; on énonce ordinairement ce résultat en disant que deux 
fonctions de même groupe s'expriment rationnellement Vune par 
Vautré. 

Réciproquement, si deux fonctions rationnelles s'expriment ration- 
nellement Vune par Vautre, avec des coefficients symétriques y elles 
appartiennent au même groupe^ car chacune reste invariable pour 
les substitutions qui constituent le groupe de l'autre. 

Les fonctions entières ou rationnelles de plusieurs variables se 
distinguent ainsi en genres, celles d'un même genre étant exprima- 
bles rationnellement au moyen de l'une quelconque d'entre elles ; 
c'est Kronecker qui a montré l'importance de cette notion de genre 
(Gattung) dans l'étude des fonctions algébriques ; il a appelé genres 
conjugués ceux auxquels appartiennent les différentes valeurs que 
prend une fonction rationnelle pour toutes les substitutions (*). 

18. Comme application, considérons une fonction cpi ayant deux 

valeurs, ©i et ©2, pour toutes les substitutions ; chacune d'elles a un 

i 
groupe d'ordre -^ n ! ; en désignant ces deux groupes respective- 

(*) Kronecker, Monatsberichte der Berliner Akademie^ 1879, p. 212. 
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ment par Gi et G2, je vais démontrer qu'ils sont identiques au 
groupe alterné. 

En effet, soit S une substitution du groupe Gi de oi, laissant cette 
fonction invariable ; elle ne peut changer la valeur de ©2» car sinon 
elle remplacerait 02 par ©i et son inverse S"^ remplacerait cp, par ©2, 
ce qui est impossible puisque S~* appartient comme S au groupe 
Gi ; par conséquent toute substitution de Gi fait partie de G2, et ces 
deux groupes, qui ont le même ordre, sont identiques. 

Le groupe Gi commun à cp, et 02 est permutable au groupe symé- 
trique ; en effet, il Test d'abord évidemment à toute substitution S 
de G, ; si maintenant S est une autre substitution n'appartenant pas 
à ce groupe, et remplaçant par suite ©j par 02 et ©2 par cp», la trans- 
formée S-*SS de S par S ne change ni ©1 ni ©j et fait partie du 
groupe Gi; ce dernier est dès lors un sous-groupe invariant du 
groupe symétrique et, d'après le raisonnement du § 11, c*est le 
groupe alterné. 

La fonction 

4; = v/Â = U{xi — xj), i >y, 2, j = 1, 2. . . . , n 

prend pour toutes les substitutions deux valeurs égales et de signes 
contraires, on dit qu'elle est alternée, et elle appartient au groupe 
précédent; elle est racine de l'équation ^j^* = A, où A est le dis- 
criminant; toute autre fonction à deux valeurs est alors de la forme 

A-f-B/^» où A et B sont symétriques. 

On peut démontrer ce qui précède d'une autre manière : si ©, 
et 02 sont les deux valeurs de la fonction, cpi h- cpa est symé- 
trique et cpi — 92 conserve sa valeur ou change de signe, car une 
substitution quelconque laisse cp, et cp2 invariables ou les remplace 
l'une par l'autre; ce dernier cas se présente au moins pour une 
transposition (x^x^) , par suite ©, — ©2 s'annule pour x. = a?p 
et est divisible par x^ — x^ ; en effectuant ensuite toutes les 
substitutions possibles, on voit que cpj — cpg est divisible par toutes 
les différences Xi — xj, par conséquent par v^ A . 

Le quotient — — - est une fonction symétrique, par conséquent 

©1 et cpj sont de la forme A + Bv/T et A — By/T, où A et B 
sont symétriques ; on conclut de là qu'elles appartiennent au même 
groupe que y^Â", c'est-à-dire au groupe alterné. 



RELATIONS ENTRE LES FONCTIONS RATIONNELLES 33 

19. Comme conséquence du théorème fondamental que nous venons 
de démontrer au i^ 17, nous pouvons énoncer les corollaires sui- 
vants : 

Corollaire I. — Etant données plusieurs fonctions entières ou ration- 
ne lies de plusieurs variables , on jjeut les exprimer au moyen d'une 
seule fonction nouvelle sous forme de pohjnomes entiers à coefficients 
symétriques. 

Soient cpi, ^^n Xh • • • plusieurs fonctions rationnelles, et 

une fonction linéaire et homogène des précédentes, avec des coeffi- 
cients constants arbitraires ; nous supposons ces coefficients assu- 
jettis à la condition suivante, que Ton peut réaliser d'une infinité de 
manières : si Ton prend les valeurs ©1, 02, • . . ; ^1, 4'2î ... desfonc- 
tions données, une identité de la forme 

n'^est possible que si h — h\ k = k!, ... 

Si cela a lieu, wi reste invariable par les substitutions communes 
aux groupes de cpj, ij^i, ... et change pour toute autre substitution ; 
elle appartient à un groupe contenu dans les précédents, par suite 
les fonctions ?i, <^i, . . . s'expriment en fonction enlière de wj avec 
des coefficients symétriques. 

On peut ajouter que les autres valeurs cp2, 03, . . . , «ta» ... s'expri- 
ment de la même manière au moyen des autres valeurs de la fonc- 
tion w,. 

20. Un cas particulier est celui où les groupes des fonctions don- 
nées n'ont aucune substitution commune ; le groupe de tni se réduit 
à l'unité, et wi change pour toute substitution. 

Or la fonction de Galois déjà considérée au § 13, 

remplit la condition d'avoir n ! valeurs, et son groupe, qui se 
réduit à l'unité, est contenu dans tout autre groupe, d'où ce 
résultat : 

Corollaire II. — Une fonction rationnelle quelconque de plusieurs 
variables s'exprime d'une manière entière au moyen d'une fonction 

VOGT. — RÉS. ALG. 3 
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particulière ayant n ! valeurs^ en particulier au moyen de la fonction 
de Galois, 

Corollaire III. — Les n ! valeurs de la fonction de Galois sont des 
fonctions entières de Vune quelconque d'entre elles^ puisqu'elles appar- 
tiennent au même groupe ; on peut encore dire que les genres con- 
jugués fournis par les valeurs de la fonction de Galois sont confondus. 

Corollaire IV. — Les variables elles-mêmes^ x^y x^^ . . . , Xn, s'ex- 
priment d'une manière entière au moyen de la fonction de Galois, 

Le groupe auquel appartient Xi par exemple est formé des 
(n — i) ! substitutions renfermant les n — i autres variables ; la 
fonction a ainsi n valeurs qui sont les variables elles-mêmes 
Xi, X2y ..., Xn, et chacune d'elles s'exprime d'une manière entière au 
moyen de la fonction de Galois (*). 

Le procédé indiqué par Galois pour exprimer les variables en 
fonction rationnelle d'une seule fonction est plus simple que le calcul 
fondé sur la formule de Lagrange ; ce dernier, que nous avons in- 
diqué plus haut, a l'avantage cependant de donner une fonction en- 
tière et non rationnelle. Le calcul de Galois consiste, étant donnée 
une des variables, par exemple iCi, à prendre la fonction 

4^j = UiXi H- U2X2 + , , . -\- UnXn 

et les (n — i) ! valeurs <î^i, <î^2, . . . , '\f[n-i] i qu'elle prend pour les 
substitutions laissant Xi fixe et changeant les autres éléments ; l'é- 
quation 

qui les admet pour racines a ses coefficients fonctions symétriques 
de ^2, Xa, . . . , Xn. On peut les exprimer en fonction entière de Xi 
et des fonctions symétriques /*!, /'2, . . .>, fn des n variables, car si 

l'on pose 

f{x) = {x -— Xi){x — a^O . . (-3? — Xn\ 

ce sont des fonctions entières des coefficients de l'équation 

X — X\ 



(*) On trouve dans Serret, Algèbre supérieure, t. Il, p. 442, la démonstration 
qu'a donnée Galois de cette proposition, dans le t. XI du Journal de Mathéma- 
tiques. 
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Soit donc 4>j(z, x\) = l'équation qui a pour racines les valeurs 
^h considérées; on a identiquement *i(<î'/i, Xi) = 0, de sorte que 
réquation *i(^a^ x) = a la racine x = xi ; je dis qu'elle n'est 
satisfaite par aucune autre des variables X2, 0:3, ... , x„. Supposons 
en effet que l'on ait par exemple *i(^a» ^i) = ; l'équation 
4>i(z, X3) = aurait pour racine ^h ; or le premier membre de cette 
dernière équation se déduit de 4>,(z, x^) en effectuant la transpo- 
sition T = (xjiPa), et s'annule pour les valeurs 'Kl ^ii- • • obtenues 
en opérant cette transposition sur ^J'n ^'s»- • • '» on sait que les nou- 
velles valeurs ainsi formées sont toutes distinctes des premières, 
par conséquent on ne peut avoir *i(<^aî X2) = 0. 

On conclut de là que les équations *i(4'a; x) = et f{x) = 
ont une seule racine commune Xi ; on l'obtiendra en cherchant le 
plus grand commun diviseur des premiers membres et continuant 
l'opération jusqu'à ce qu'on obtienne un reste du premier degré ; 
en l'annulant, on a la valeur de Xi exprimée rationnellement au 
moyen de ^^ et de fu /i, . . ., fn\ on peut remplacer naturellement 
^h par une quelconque des (n — 1)! valeurs considérées. 

Comme exemple, considérons trois variables, et la fonction de 
Galois 

où CD est une racine cubique imaginaire de l'unité; pour exprimer 0:1 
nous prenons les deux valeurs ^J^i et 4^2 = ^1 + ^x-i 4- w^X2 ; elles 
sont racines de l'équation 

4>j(^, X,) =z' — (3X1 - f,)z 4-/*? — 3/-2 = 0. 

Le premier membre renferme Xi au premier degré ; par suite il 
représente, lorsqu'on remplace z par ^i ou ^2^ le plus grand com- 
mun diviseur de f(x^) et de *i(^i, Xj) ou *i(i^2, xi)^ et l'on a immé- 
diatement, en résolvant par rapport à Xu 

^ 1^?-i-Mi-+-/'î-3/'2 ^ 4>i + /'i^«-+-/'?-3/'2 

De même, en posant ^^ = x3-{- 10x2 + ^^^i, 4^4 = X2 -h wa?i -t- w'^Xg, 
on a 

^* 31024^1 3a)24^3 

^ ^ 0)2^8 + u,f,^, + /•; — S/'a ^ to'^4>; -h u)^4.4 + /*? — 3^ 

3u)4^i 3w4^4 
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Un autre procédé de calcul indiqué par Kronecker à propos du 
problème général de l'élimination est le suivant (*) : 

Soit ^i la fonction de Galois déjà considérée, i^i, ^2,. . ., 'l'n! ses 
n ! valeurs pour toutes les substitutions; formons Téquation qui les 
admet pour racines : 

Le premier membre est un polynôme de degré n ! en z, dont les 
coefficients sont des fonctions entières des paramètres wi, w^, . . . , u„, 
et des fonctions symétriques simples fi, /*2» • . , fn ; si Ton y rem- 
place z par 

il s'annule identiquement lorsqu'on le considère non seulement 
comme fonction de Xi, a?2,. . • , Xn, mais encore comme fonction des 
paramètres laissés indéterminés Wi, U2,,,.,Un, et sa dérivée par 
rapport à l'un d'eux est identiquement nulle. En prenant par 
exemple la dérivée par rapport à u^, on a une équation, 

ÔF ôF 
âz ou^ 

qui se transforme en identité lorsqu'on remplace z par <^i, et elle 
fournit précisément la valeur de a:» en fonction de <^i. 

21. Nous avons exprimé dans ce qui précède une fonction ration- 
nelle des variables, appartenant à un certain groupe, au moyen d'une 
autre fonction appartenant au même" groupe ou à un autre contenu 
dans le premier; nous allons résoudre la question inverse. 

Théorème. — Si une fonction appartient à un groupe G d'ordre r 
contenu dans un groupe (j d'ordre r' = mr^ elle 'prend pour toutes 
les substitutions de (j m valeurs qui sont racines d'une équation d'or- 
dre m; les coefficients de cette équation sont des fonctions entières 
à coefficients symétriques d'une fonction arbitrairement choisie appar- 
tenant à G'. 

Soit ç>, une fonction appartenant au groupe 

G = [01 = ly 02, ..., Sr] ; 



(*) Comparer Borel et Drach, Introduction à la théorie des Nombres et à l'A l- 
gèbre supérieure, pages 205 et 241. 
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si on lui applique toutes les substitutions de G', et si elle prend dos 
valeurs distinctes cp,, 02, ..., cpp par les substitutions S = i, 
^2, ..., Sp, on voit, comme au S 14, que les substitutions du tableau 

' SiSj, 82^1, . . , S^--i, 

/rpx ) S1S2, ^2^2^ ''", SrSo, 

" ( 

\ C V C V C V 

Ot-i-'p, 02*Jp, . . , ^r^ç, 

sont distinctes et constituent le groupe G\ de sorte que p = m ; 
celles de la ligne de rang k changent <î>i en (^U) et ce sont les seules 
du groupe G' jouissant de cette propriété. Une substitution quel- 
conque de ce tableau change <î>i, 02, ..., cp^ en d'autres valeurs iden- 
tiques aux premières, à Tordre près, de sorte que les fonctions 
symétriques de ces m valeurs restent invariables par les substitu- 
tions de G' ; on pourra les exprimer, comme on Ta vu, sous forme 
entière au moyen d'une fonction ^^i arbitrairement choisie et appar- 
tenant au groupe G', les coefficients étant des fonctions symétriques 
des variables. 

On peut ajouter que les groupes G, Sr'GSg, ..., S^i^GS^ contenus 
dans le groupe G' sont ceux auxquels appartiennent respectivement 
les valeurs cpi, ^2. ..., ^m» 

Les théorèmes du chapitre précédent ne sont que des cas particu- 
liers de celui que nous venons de démontrer, et s'en déduisent en 
supposant que G' soit le groupe symétrique. 

Pour donner un exemple, nous avons vu au § 12 que la fonction 

admet le groupe d'ordre 8 désigné par Gi ; la fonction 

Xi = ^1 + ^2 — arg — x^ 
admet le groupe d'ordre 4 

9i = [i, (arix,), (x^xi^), {xiXi){x3Xi^)] 

contenu dans le précédent ; c'est une fonction à six valeurs, qui 
prend, pour les substitutions de Gi, les deux valeurs xt et x'i == — Xi» 
dont les fonctions symétriques simples sont Xi + Xi = ^ ^^ 

XiXi = — [a^i -t- 072 — 073 — xi^f = 4/i — fî — 4(pi ; 
ces fonctions symétriques sont exprimées au moyen de cpi, de sorte 
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que les deux valeurs /i, y\ sont racines de réquation 

elles ont du reste le même groupe gi. 

Comme autre exemple, les trois groupes Gi, G2, G3 des trois fonc- 
tions cpi, «p.2 et 03 du § 15 ont en commun le groupe 

H = [l,(ar,a?2)(a73a?^), {XiX^){x^x,), (oc^x,,\x2X^)] 

auquel appartient la fonction à six valeurs 

o), = XiX^ + a?3a?4 — x^X2 — x^Xi, = cp, — cpj, 

les cinq autres étant 

tOj == Cpi Ç>3, W3 = Cp2— Cpg, 0)4 = Cp2— f i, ^V, = «?3 ?1, ^6 = ?3 — ?2 • 

Pour les substitutions du groupe Gi, w^ a les deux valeurs w, 
et «2 dont les fonctions symétriques, exprimées au moyen de 91, 
sont 

0)1 -h 0)2 = 2cpi — (çp2 -I- cpg) = 3çpi — /*2, 

o)iW2 = cpî — - (p,(cp2 4- Ta) -I- W3 = 3ç>î — 2cp,/*2 -I- ^^ — 4/;, 

de sorte que w, et wg sont les racines de Téquation 

,,2 _ (3^^ _ ^^)^ ^ (3^2 _ ^^f^ _^ ^^^^ _ 4^^) ,= ; 

on trouverait des équations analogues en partant de Gj et G3. 

On remarque que les six valeurs de. w appartiennent au même 
groupe H; elles s'expriment par suite rationnellement Tune par 
l'autre ; on aura par exemple la relation qui existe entre o)i et Wj 
en éliminant <pi entre les équations (1) et Téquation déjà formée 
au § 15, 

?î - U^\ + [M. - 4A)cp. - (fi - if4, -^ f]f,) = 0, 

et écrivant que les deux équations ont en oig une racine commune ; 

on a ainsi 

3o)? + Atoi -h B 

OJ2 Z=Z 1 

6coJ -+- 2A 
où 

22. Dans les deux exemples précédents, les deux valeurs de /i 
pour le groupe Gi ont même groupe, et il en est de même des 
valeurs de wj ; nous allons déterminer les conditions dans les- 
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quelles un tel fait peut se produire, et démontrer le théorème sui- 
vant : 

Théorème. — Pour qu'une fonction cpj appartenant à un groupe G 
d'ordre r prenne pour les substitutions d'un groupe G' d'ordre mr 
contenant G m valeurs apjmrtenant au même groupe^ il faut et il 
suffit que G soit un sous-groupe invariant de G'. 

En effet, en nous reportant au tableau (T) du § précédent, les 
valeurs cpi, cpî,..., ^m ont pour groupes G, Sr^GSs, . . ., ^^(jLnx\ si 
ces groupes sont identiques, G est permutable à toute substitution 
de G', et est un sous-groupe invariant de G', et, réciproquement, 
s'il en est ainsi, les groupes des m valeurs de o sont identiques. 

Les sous-groupes K et H de Gi remplissaient les conditions pré- 
cédentes dans les exemples choisis . 

Si Ton considère en particulier le cas où G' est le groupe symé- 
trique, on a, en se reportant aux résultats du § il, le théorème 
suivant : 

Théorème. — J^es valeurs distinctes que prend une fonction ration- 
nelle de n variables pour toutes les substitutions ne peuvent appar- 
tenir au même groupe ou s'exprimer rationnellement au moyen de 
Vune quelconque d'entre elles que dans les deux cas suivants : 

La fonction a deux valeurs appartenant au groupe alterné ; 

La fonction a n ! valeurs appartenant au groupe réduit à la subs- 
titution unité. 

Une seule exception a lieu dans le cas de n = A pour les fonc- 
tions à six valeurs, telles que toj, appartenant au groupe H. 

Corollaire. — Si une fonction rationnelle de n variables a un 
nombre p de valeurs >> 2 et < n !, les groupes auxquels appar- 
tiennent ces p valeurs n'ont en commun que la substitution unité y sauf 
le cas de n = 4(*). 

En effet, si les groupes 

Sr^GS,, Sr'GS,, ..., 2-^GS, 

avaient des substitutions communes constituant un groupe H 
autre que Tunité, ce groupe serait permutable à toute substitution 
et serait un sous-groupe invariant du groupe symétrique, ce qui est 



{*) Kronecker, Monatsberichte der Berliner Akademie, 1879, p. 208. 
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impossible, sauf pour n = 4. Nous avons vu dans ce cas que les 
groupes Gi, G.2, G3 ont en communie groupe H d'ordre 4. 

23. Théorème. — Si une fonction appartenant à un groupe 
G = [Si, S2, ..., Sr] est telle que les m valeurs qu'elle prend pour 
les substitutions d'un groupe & contenant G sont racines d'une 
équation binôme de degré m, le groupe G est un sous-groupe inva- 
riant de (j, et il existe une substitution S d'ordre m telle que les 
substitutions de G' soient toutes de la forme 

SaS^ (a = 1, 2, ..., r, p = 0, i, ..., m — i). 

En effet, si ^i est une fonction appartenant au groupe G telle que 
les m valeurs <pi, ?2, . . ., ?m qu'elle prend pour G^ soient racines 
de l'équation 

où <^i est une fonction du groupe G', ces m valeurs sont dé la forme 
cp,, wcpi, (o^cpj, ..., a)*^~*cpi, où to est uuc racine primitive de 
tsi^ — 1 =0. Par suite elles ne diffèrent de l'une d'elles que par 
un facteur constant, et ont même groupe G; ce groupe est par 
conséquent un sous-groupe invariant de G'. 

De plus si S est la substitution qui change cpi en wtpi, les puis- 
sances S®, S*, S^, . . . , S"*-^ changent cp, respectivement en cha- 
cune des m valeurs o,, tocp,, w^cp,,. . , a)*"~^çpi, et les mr substitutions 
de G' sont alors de la forme SaS^, ainsi que cela résulte du tableau 
Tdu§2i. 

Réciproquement, en supposant m premier absolu y si un groupe G 
d'ordre r est sous-groupe invariant d'un groupe G' d'ordre mr^ il 
existe des fonctions appartenant au groupe G dont les m valeurs 
pour les substitutions de G' sont racines d'une équation binôme de 
degré m. 

Soit y, une fonction quelconque du groupe G ; par suite de 
l'hypothèse et de ce que l'on a vu au § précédent, ses m valeurs 
pour les substitutions de G' appartiennent au même groupe, de 
sorte que si une substitution S de G' change la valeur de xu elle 
changera en môme temps la valeur des m — 1 autres fonctions ; 
j'appelle y^ la fonction dans laquelle S transforme 5^1, Xa celle 
dans laquelle S transforme xs» et ainsi de suite jusqu'à une certaine 
valeur xa que S transforme en x** 
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Je dis que h =z m; supposons en effet qu'il lui soit inférieur, 
et soit S' une substitution de G' qui change /i en une fonction 
yji-[.i non encore obtenue; la substitution S'~*Ss' permutera circu- 
lairement les valeurs dun nouveau cycle de h fonctions x^-f-n 
y^h-^i^ . . . , X2A différentes des premières ; si 2A < m, on conti- 
nuera de la môme manière, de façon que les m fonctions se parta- 
gent en cycles d»un même nombre d'éléments. C'est impossible 
puisque m est premier absolu, par conséquent A = m, et S per- 
mute circulairement les valeurs ^i» X21 - • • 1 Xm » ^^ P^^s S est 
d^ordre m et les puissances 2°, S*, . . . , 2'"-* transforment /i 
respectivement en 5^1, ^2, . . -, Xmi de sorte que les substitutions 
de G' sont de la forme 

SaS? (a = 1, 2, .... r, p = 0, i, ..., m — 1). 

Cela posé, soit to une racine primitive de w»" — 1=^0, et 
posons 

C'est une fonction qui reste invariable pour les substitutions de 
G; on aura ses valeurs pour celles de G' en lui appliquant les 
puissances de S, ce qui donne 

?2 = X2 -+- ^X3 H ^ W'"~*X1 = ^~*?1» 

?3 = X3 + «^X*+ **■ + ^•''""*X2 = ^'^"V' 

ce sont des valeurs différentes de la première. Il pourrait arriver 
pour un choix particulier de ^i q^^ cpj reste invariable pour cer- 
taines substitutions ne faisant pas partie de G', mais on peut tou- 
jours prendre pour yi une fonction telle que cela n'ait pas lieu ; en 
prenant par exemple, comme on l'a vu, 

OÙ ^i est la fonction de Galois, <^j, <^2, • . • , l'r ses valeurs pour le 
groupe G, on peut donner aux coefficients des valeurs telles que 
cpi varie pour toute substitution n'appartenant pas à ce groupe. 

De cette façon on a formé une fonction cp, appartenant au 
groupe G et dont les m valeurs pour G' sont racines d'une équa- 
tion binôme de degré m ; toute autre fonction appartenant au 
même groupe G s'exprimera rationnellement au moyen de celle-là. 
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24. Corollaire I. — Si une fonction rationnelle de n variables a 
jjIus de deux valeurs pour toutes les substitutions^ ses valeurs ne peuvent 
être les racines d'une équation binôme à coefficients symétriques. 

En effet, si une fonction «pi à p valeurs <î>i, ?2, .-•»?? est telle que 
ses p valeurs soient racines d'une équation binôme 

le groupe G = (Si, Sa, . . . , S^) de «?i doit être un sous-groupe in- 
variant du groupe symétrique, et de plus il doit exister une substi- 
tution S d'ordre p telle que celles du groupe symétrique soient de 
la forme S^S^ ; or pour n > 4 le groupe symétrique n'a pour 
sous-groupes invariants que le groupe alterné et le groupe réduit à 
la substitution unité ; au premier appartiennent les fonctions à deux 
valeurs ; au second les fonctions à n I valeurs ; mais aucune n'est 
racine d'une équation binôme de degré n!, car le groupe symétri- 
que serait composé des puissances d'une substitution S d'ordre n ! 
et il n'en existe aucune pour n > 2 (§3). 

Pour n = 4, outre les deux cas que nous venons de mention- 
ner, peut se présenter celui du groupe H d'ordre 4 qui est sous- 
groupe invariant du groupe symétrique ; mais il n'existe aucune 
substitution S d'ordre 6 telle que les produits des substitutions 
de H par les puissances de S constituent le groupe symétrique. Il 
n'y a donc que les fonctions du groupe alterné qui puissent, avec 
leurs valeurs conjuguées, être racines d'une équation binôme à 
coefficients symétriques ; cette équation est du second degré. 

25. Corollaire II. — Si une fonction rationnelle de n variables, 
n étant supérieur à 4, appartient à un sous-groupe du groupe alterné^ 
et a m valeurs pour les substitutions de ce groupe, ces valeurs ne peu- 
vent être racines d'une équation binôme dont les coefficients appartien- 
nent au groupe alterné. 

Supposons en effet qu'il existe une fonction dont les m valeurs 
pour les substitutions du groupe alterné soient racines d'une équa- 
tion binôme ; son groupe doit être un sous-groupe invariant du 
groupe alterné, et se réduire, pour n > 4, à la substitution 
unité, comme on Ta vu au § 11. Le groupe alterné lui-môme doit 

alors se composer des puissances d'une même substitution d'or- 

n ! 
dre — ; mais on a vu que c'est impossible pour n-> 3 (§ 3). 

2 
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Examinons les cas particuliers de n = 3 et n = 4, auxquels 
ne s^applique pas le raisonnement précédent. 

Pour n = 3, le groupe alterné se compose . précisément des 
puissances S°, S*, S^ d'une substitution circulaire d'ordre 3, telle 
que S = {xiXiX^) ; je vais montrer qu'il est possible de former 
une fonction de Galois dont le cube appartient au groupe alterné et 
a deux valeurs. 

Prenons en effet une fonction de Galois quelconque, 

et ses valeurs pour le groupe alterné : 

^i, ^^ = U1X2 -h UiX2 -+- U3X1 et t^3 = U1X2 -+- U2Xx -h UsX2 ; 

d'après ce que nous avons dit à la fin du î^ :23, nous devons former, 
au moyen d'une racine cubique de l'unité, la fonction <^i-l-a)t|;2H-w*4'3 
dont la valeur est 

nous pouvons, ce qui ne change pas le résultat, nous limiter à la 
fonction suivante : 

^^ = Xi~{- iùXi -h to^xz ; 

elle répond à la question, et Ton a, en calculant son cube, 

^] = Sxf -{- Qx'iXiXz — ■— Sx?a?2 — 3( w -h — j (.0?! — ar2){ar2 — X2){x3 — Xi) 

= /•?-!■ ^^+-^/•3-3(c.-f.i)v/A-", 

où A est le discriminant; c'est bien une fonction du groupe alterné. 

Pour n = 4, il n'existe aucune fonction à 24 valeurs répondant 
à la question, car il n'existe aucune substitution circulaire d'or- 
dre 12 dont les puissances constituent le groupe alterné ; il ne peut 
s'en trouver que parmi celles qui appartiennent au groupe H d'or- 
dre 4, qui est sous-groupe invariant du groupe alterné. En se repor- 
tant au tableau du § 8, on voit que ce dernier groupe est dérivé de H 
en multiplant ses substitutions par les puissances de la substitution 
circulaire d'ordre 3 S = {x 1X^X3). 

Onprendra alors, en posant, comme on l'a déjà fait, cp, = XiX^-hx^x^, 
la fonction cpi — ^2 appartenant au groupe H, ses valeurs ^2 — ?3 
et ^3 — «pi obtenues en effectuant les substitutions 2 et S*, et la 
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somme ' 

?1 — ?2 -t- f>(cp2 — Ça) H- W2(çp3 — cpi) , 

OÙ 0) est une racine cubique imaginaire de l'unité, ou bien encore 

Zi = cp4 4- cocpa -h w^ç3 = (^ia?2 -4- iPa^^i) 4- w(a:ia?3 + 0:20:4) -f- ^2(0:1X4 4- X2X3), 

qui ne diffère de la première que par un facteur constant ; zj s'ex- 
prime au moyen des fonctions symétriques de cpi, ©2, ?3 et de leur 
discriminant par un calcul identique à celui que Ton a fait pour 
n = 3 ; on a vu que le discriminant des trois valeurs cp est identi- 
que à celui des quatre variables x, par conséquent zf est une fonc- 
tion appartenant au groupe alterné. 



CHAPITRE V 

DES FONCTIONS CYCLIQUES ET HÉTACTCLIQUES 
DE PLUSIEURS VARIABLES 



26. Dans ce chapitre nous désignerons pour plus de commodité 
les n variables par Xq^ Xi, . . ., Xn-t ; supposons-les rangées dans un 
ordre tel que les indices aillent en croissant, et considérons la subs- 
titution circulaire 

Si = [XqXi. . Xii—i) 'i 

cette substitution et ses puissances forment un groupe d'ordre w, 

Cl = [1, Si, S2 = S,, . . •» Sn_i = bi J, 

appelé groupe cyclique. On peut représenter les substitutions de 
ce groupe par la notation 

Sjt = I « z-\-oL \ (mod. n), 

en signifiant par là que chaque indice s est remplacé par z -f- a, 
ou par le reste de ce nombre à n. 

Si l'on range les variables dans un ordre quelconque, la substitu- 
tion circulaire 

comprenant dans un seul cycle les n variables, est d'ordre n ; elle 
définit par ses puissances un groupe qui est analogue au précédent, 
et en est le transformé par la substitution 

Y /XoXiXi* . . 

\XhXkXi. . . 

Il ne difiTère de Ci que par la notation des variables, et nous 
l'appellerons encore groupe cyclique. Comme on peut toujours sup- 
poser que Xq soit placé au premier rang dans S, on peut former 
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autant de substitutions S différentes qu'il y a de permutations 
des n — i variables a?,, ar2, . . . , Xn-i, c'est-à-dire (n — 1) I ; ce 
sont les transformées de la substitution particulière Si par les 
N = (n — i) ! substitutions du groupe symétrique Go de 

"'Il "'2> • • • 1 "'n— 1* 

Les groupes cycliques qu'elles déterminent sont les transformés 
Cl, C2, . . . , Cn de Cl par ces substitutions ; nous verrons plus loin 
qu'ils ne sont pas tous distincts. 

Nous appellerons fonction cyclique toute fonction appartenant à 
l'un des groupes précédents ; il est facile d'en former une apparte- 
nant au groupe Ci par exemple ; désignons par w une racine pri- 
mitive de l'équation a?" — 1=0, et considérons la fonction 

Wi = {xo -\- toa?! -h 0)2x2 H h w'*~*X;j_i)'* = <î^î ; 

elle reste invariable par les substitutions du groupe, car S» a pour 
effet de multiplier la fonction de Galois entre parenthèse ^i par 
o)-* et Wi par o)-*'» = i ; réciproquement, si une substitution 
laisse invariable la fonction Wi, elle a pour effet de multiplier ^i 
par une racine n^ de l'unité, par exemple par to-*, et par suite 
d'augmenter chaque indice de a, comme le fait la substitution S» 
du groupe cyclique ; Wi appartient bien au groupe Ci . 

Les fonctions cycliques jouissent de propriétés remarquables et 
jouent un grand rôle dans la théorie des équations, comme nous le 
verrons plus loin ; la première de ces propriétés résulte du théo- 
rème suivant. 

Théorème. — Chacune des variables est une fonction rationnelle de 
Vune d'entre elles et d'une fonction cyclique arbitrairement choisies^ 
les coefficients de cette fonction rationnelle étant symétriques. 

Soit, en effet, Yi(a7o, a^j, . . ., Xn-\) une fonction cyclique apparte- 
nant au groupe Cj et Xq une des variables ; le groupe Ci et celui 
auquel appartient a?o, qui est le groupe symétrique Go des n — i 
variables a?i, a?2, . . . , a?„_i n'ont en commun que la substitution 
unité, car il n'existe dans le groupe cyclique que cette substitution 
laissant Xq invariable ; par suite la fonction 

UoXçi -H WiYi(a:o, a^i, . . . , ic„_,), 

où Uq et Ux sont arbitraires, est une fonction analogue à la fonction 
de Galois, au moyen de laquelle s'expriment toutes les autres et en 
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particulier les variables Xq^ Xi, x^, . . ., x„.i ; elles s'expriment ainsi 
rationnellement au moyen de xq et de yi? î^vec des coefficients 
symétriques par rapport aux u variables. 

27. Toute fonction cyclique acquiert pour toutes les substitutions 
N ={n — i)! valeurs conjuguées satisfaisant à une équation de 
degré N à coefficients symétriques ; ces valeurs sont toutes des fonc- 
tions cycliques, car leurs groupes sont des transformés de Ci, et 
sont cycliques ; on obtient ces valeurs conjuguées en opérant sur la 
première les N substitutions du groupe symétrique Go. Remarquons 
encore que Ton obtient, comme au § 14, le groupe symétrique en 
multipliant les substitutions de Ci par celles de Go, car toute substi- 
tution se ramène d'une seule manière à une substitution du groupe Ci 
suivie d'une autre qui laisse ar^ invariable; il résulte de là que les 
groupes relatifs aux N valeurs conjuguées sont précisément les 
groupes cycliques conjugués Ci, C2, . . . , C^ du S précédent, c'est- 
à-dire 

OÙ Si, S2, ...,Sm sont les {n — i)l substitutions du groupe 
symétrique de Xi, . . ., Xn-x^ 

Tous ces groupes conjugués n'ont, comme on sait, aucune substi- 
tution qui leur soit commune à tous, en dehors de la substitution 
unité, mais je vais montrer qu'il n'y a parmi eux que (n — 2) î 
groupes distincts, et qu'ils sont respectivement égaux n — i à 
n — i, en supposant toutefois essentiellement que n est un 
nonabre premier. 

Je vais chercher pour cela s'il existe une substitution 1' laissant 
Xo invariable telle que S~*SiS soit égale à l'une des substitutions 
Sa ; si 

y, /Xi) Xi Xo • . • , ^«—1 

\Xq Xt^ Xi^ •••» '^ifi—i 

est une telle substitution, on a 

2~ Sii = \^XoXt^Xt.^, . .^/^_j) î 

pour qu'elle appartienne au groupe Ci, il faut que th^i — t^ soit 
constant et égal à /, — = /i, donc que 

<2 = 2^1, ^3 = 3/1, . . . , /„_i = (n — l)/i, 
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par suite que S soit de la forme 

y / «^0 ^i «^2 • • • 1 ^n— 1 

\Xo Xi X^t • • • ï A'(n— i)f, 

ce que nous indiquerons par la notation 

S = I s tz \ (mod. n) ; 

de plus, que les restes à n de t^^t^ . . . , (n — i)t soient les 
n — i premiers nombres, ce qui a lieu pour toute valeur de t 
comprise dans la suite i, 2, . . ., n — - 1, puisque n est premier 
absolu. 

Réciproquement, toute substitution 2 de la forme précédente 
répond à la question, et est telle que S-^CiS = Ci ; si Ton prend 
en effet le nombre t' tel que tt' ^ 1 (mod. n) et .si Ton remarque 
que S-»SiS = S, = S\, on a 

(s-^SiSy = s^/' = Si, 

de sorte que le groupe 2~*CiS contient Si et ses puissances cl 
est identique à Ci. 

Aux n — i valeurs de t: 1,2, ...,n — 1, correspondent 
n — 1 groupes conjugués identiques à Ci ; d'une manière géné- 
rale, les N groupes se partagent en (w — 2) I séries comprenant 
chacune n — i groupes identiques. On en conclut que, parmi 
les (n — i) ! fonctions cycliques conjuguées, on peut en choisir 
(n — 2) ! particulières telles que les autres en soient des fonctions 
rationnelles à coefficients symétriques. 

28. Toujours en supposant n premier absolu, les produits des 
substitutions du groupe cyclique Ci par les substitutions 

2, =:|z tz\ (mod. n) (^ = 1, 2,. . ., n— i) 

constituent un groupe ; cela tient à ce que 

y— ic y Cf y— icav cta 

d'où, en multipliant en avant par S,, 8^2^ = 2,S'i*, ou bien 
Sî2f = 2^Sf, a et p étant liés par ^a ^ p (mod. n) ; par suite 
un produit tel que (Sî2f)(Sî'2^') se ramène à la forme Sf 2f« et fait 
partie du même ensemble que les facteurs ; ce groupe, qui com- 
prend n[n — i) substitutions, peut être représenté par la notation 

a = 1, 2, . . ., n — i 



/ a = 1 

M = I 2 az-\-b \ (mod. n) ( , __ ^ \ 



% .. , « — 1 
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et il s'appelle groupe métacyclique relatif aux n variables 
Xq, Xj, ...,x,»_,. Toute fonction appartenant à ce groupe s'appelle 
fonction métacyclique (*) ; il est facile d'en former une particulière de 
la manière suivante : 

Soit g une racine primitive (mod. n) [Voir la note à la fin du 
vol unie] ; les restes (mod. n) des n — 1 puissances g^ g^^ . . ., 7""* 
sont les n — 1 premiers nombres ; considérons les fonctions 
cycliques 

W'*! = (^0 H- ^^Xi -+- ui^Xi H h w('»-»îî'x„_i)'' = <}/", 

Wi = [Xo -+■ wS^X, -h w^J J2 H h toC»-*)^'^,,.!)» = ^1, 

IV„_, = (xo H- toî^"" Xt -f- oj^^'^Xi H h ai''»-*»'*"*ir„_,)'» = 4/;_i, 

qui appartiennent au groupe Ci ; elles se transforment les unes 
dans les autres pour les substitutions du groupe métacyclique ; soit 
en effet S^ = | s /z | (mod. n) une substitution particulière de ce 
groupe ; elle transforme Wh en 

Wh = {Xo -h t^Xt 4- ta^Xît-i )" 

ou, en introduisant le nombre /' tel que it! ^ 1 (mod. n), et po- 
sant t* = g^, 

u?i= ;aro-h w''î^arj-+-w«'''/ir2-h •••)"= {xo-hi^'"^'xi-\-i^'^'^''xi'^ • • • Y=Wh^k ] 

lorsqu'on prend pour h les valeurs 1,2, ...,n— 1, les nombres 
h -k- k ont pour restes (mod. n) les n — 1 premiers nombres 
dans un ordre quelconque ; par suite les nouvelles valeurs 
ivi^ 21^2, . . . , Wn_i sont identiques, à Tordre près, à i^,, m;2, . . . , Wn-i» 
Les substitutions du groupe métacyclique étant composées de 
celles du groupe Ci et des substitutions S^, laisseront par suite 
invariables les fonctions iVi ou les transformeront les unes dans 
les autres. 

Ce sont les seules qui jouissent de cette propriété, car si une 
substitution T change w^ en Wki elle transforme ^k en «l^, à un 
multiple près égal à une racine n« de l'unité ; par exemple en w'^jt, 
c'est-à-dire 

Xo -h w^'^Xi -h 10^X2 H 

en 



(*; Kronecker, MonaUberichte, 1879, p. 217. 

VOGT. — BKS. ALG. 
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prenons les deux nombres a et b tels 


que 










l + bg^ — 







(mod. n), 


alors on a 




/ -h (a -h b)g^ 


-9' 




(mod. n); 


a//* g\ 


zag^ 


— zg'' et 




/ 4- (az 4- 


b)g^ zg^ ; 



par suite, à cause de l'indépendance des variables et de Tinégalité 

des coefficients, la substitution T a pour effet de transformer 

Xo, a?,, X2, ... respectivement en x^, x^.^, X2a-+^, ..., et est identique 

à la substitution 

\ z az-^ b \ (mod. n) 

du groupe métacyclique. 

11 résulte de cette propriété de l'ensemble des fonctions cycliques 

précédentes que la fonction 

OÙ w est une quantité arbitraire non nulle, reste invariable pour les 
substitutions du groupe métacyclique et pour celles-là seulement, 
et appartient à ce groupe. 

Toute fonction cyclique de zt'j, iVi^ ..., Wn-i^ par exemple la 
fonction 

OÙ a est une racine primitive de Téquation x"~* — 1=0, appar- 
tient au groupe métacyclique ; nous avons vu en effet que toute 
substitution Ht a pour effet de transformer a;* en 1^^-+-*» où k 
est fixe quel que soit /«, par suite de laisser invariable la fonction 
cyclique que nous avons écrite, et on démontre comme précédem- 
ment que les substitutions du groupe métacyclique sont les seules 
possédant cette propriété. 

Remarquons que nous venons de former une fonction du 
groupe Cl, 

qui est racine d'une équation binôme à coefficients appartenant au 
groupe métacyclique, car sa puissance (n — i)* appartient à ce 
groupe : on vérifie du reste facilement qu'on se trouve placé dans 
les conditions dont nous avons parlé au § 23 pour qu'il en soit ainsi ; 
le groupe cyclique Ci est en effet un sous-groupe invariant parti- 
culier du groupe métacyclique M. 

29. Nous pouvons encore énoncer un théorème concernant les 
fonctions métacycliques, et analogue à celui du § 26 : 



Fonctions cVcliques générales Si 

Théorèmb. — Chacune des variables est une fonction rationnelle de 
deux d'entre elles et d'une fonction métacij clique arbitrairement choisie^ 
Les coefficients de cette fonction rationnelle étant symétriques. 

Soil m(aî5, a?!, ...,x„_i) une fonction mélacyclique appartenant 
au groupe M et ar^, x^ deux quelconques des variables ; il n'existe 
dans le groupe M aucune substitution autre que Tunité laissant h 
et k fixes, car si Ton a ah-h b ^ h et ak-\-b ^ k^ on en dé- 
duit a^l et ^^0 (mod. /i); par suite le groupe M et le 
groupe symétrique des n — 2 variables autres que x^ et Xk n'ont 
en conimun que la substitution unité, et la fonction 

est une fonction analogue à la fonction de Galois, au moyen de 
laquelle s'expriment rationnellement toutes les autres et en particu- 
lier les variables ; celles-ci sont donc des fonctions rationnelles de 
Xhj Xk et m, avec des coefficients symétriques. 

Toute fonction métacyclique acquiert pour toutes les substitutions 
(n — 2)! valeurs conjuguées satisfaisante une équation de degré 
(n — 2) ! à coefficients symétriques ; ce sont des fonctions métacy- 
cliques, à la notation près des variables; on les obtient en laissant 
Xo et Xi invariables et effectuant sur les n — 2 autres variables 
^s« ^31 • •) ^fi-i toutes les substitutions possibles dans la fonction 
donnée appartenant au groupe M ; cela tient à ce fait que les subs- 
titutions du groupe M multipliées par celles qui ne changent que 
a?2, a?!, ...,a?»-i reproduisent toutes les substitutions possibles des n 
variables. 

30. Nous allons généraliser la notion de fonction cyclique et de 
groupe de substitutions cycliques, comme Ta indiqué Kronecker 
dans son mémoire a Sur les Équations abéliennes (*) ». 

Nous avons considéré précédemment n variables ar^, ari, ..., Xn-i 
et le groupe d'ordre n formé par la substitution circulaire 
S = (a?o a?i ... Xn^i) et ses puissances. 

Nous dirons que les fonctions appartenant à ce groupe sont des 
fonctions cycliques simples des variables, ou à simple entrée. 

Prenons maintenant n = ninz variables affectées chacune de 
deux indices 



(*) Kronegkeb, Monatsberichtet 1877, p. 845. 
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//t, = 0, 1, 2, ... 7?i — 1 

'^'^^^^ \h, = 0, i, 2, ... n^ — i 

et les substitutions circulaires portant sur l'un des indices indépen- 
damment de Tautre; elles forment un groupe composé des substi- 
tutions 

02 = (Xqo 3*01 •i?02«"^0n2— IJV^IO ^11 ^12* • •^ln2— l)' • •(•^nj— 10 ^Wj— 11" ''''ni— litj— l)i 

qui sont respectivement d'ordre nj et ni, de leurs puissances et de 
leurs produits ; comme les substitutions S, et S2 sont échangeables, 
c'est-à-dire que SiSt = S2S1, le groupe renferme «iWj substitu- 
tions ; on peut le représenter par la notation 

I z, 2i-4- 1 I (mod. ni) 

\ Z2 S2-T-i I (mod. 712); 

Zi et Z2 représentant les deux indices. Toute fonction appartenant à 
ce groupe sera dite une fonction cyclique à deux entrées. 

Plus généralement, soient n = iiin^. , .n^ variables affectées 
chacune de v indices 

Xh^hi'"h^{hi=0, 1, 2,..., ni — 1; 7*2=0, 1,..., «2—1 ; /iv=0, l,...,«v— 1) 

et les substitutions circulaires d'ordres respectifs ni, «2, ...,Wv 
relatives à chacun des indices indépendamment des autres, 

I Zi Zi-t- l I (mod. ni), 

I Z2 Za -I- 1 I (mod. nj), 



I Sv «v + ^ 1 (mod. 7iv); 

elles sont échangeables et engendrent un groupe d'ordre 
n = ni7i2...n/, toute fonction invariable par les substitutions de 
ce groupe sera dite une fonction cyclique à v entrées. 

31. Le théorème du §26 s'étend aux fonctions cycliques générales; 
cela résulte de ce que le groupe cyclique ne renferme aucune subs- 
titution autre que l'unité laissant fixe une des variables. Il est facile 
de former une fonction d'une variable donnée et d'une fonction 
cyclique qui soit égale à l'une des autres variables; considérons en 
effet le produit 

*(a?) = n(a? — a^A^Ag-'-O 
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étendu à toutes les variables, et la fonction 

OÙ la somme est étendue à toutes les combinaisons des indices h ; 
le coefficient de chaque puissance de x est une fonction cyclique 
s'exprimant rationnellement au moyen d'une fonction cyclique 
particulière quelconque; d'après la formule de Lagrange, on a, pour 
toutes les valeurs des indices h, 

On aurait de môme, en formant une deuxième fonction Oj,(ar) analogue 
à la précédente, 

etc., de sorte que, en fonction de la variable Xqo. . .0 par exemple, 

on aura 

Xh^h^. ..h^ = OÎ'[OÎ*[. . .ôM^oo. . .0)]] . 

Il est évident que deux quelconques des fonctions 6 ainsi formées 
jouissent de la propriété 

car le résultat est Xh^. . .h^-^-i . h.-^i • • .\- Nous verrons Tapplica- 
tion de ce théorème dans Tétude des équations abéliennes. 



CHAPITRE VI 

DOMAINE DE RATIONALITÉ. — RËDUCTIBILITË DES 

FONCTIONS ENTIÈRES C) 



32. Étant donnés des paramètres R', R', R'", ..., que nous suppo- 
sons indéterminés et indépendants les uns des autres, nous appelons 
domaine de rationalité l'ensemble de toutes les fonctions ration- 
nelles que Ton peut former au moyen de ces paramètres et des 
nombres entiers ; nous disons que ces quantités définissent le 
domaine (R'R''...) et que les fonctions rationnelles précédentes sont 
des éléments de ce domaine. Toute fonction rationnelle d'un nom- 
bre quelconque d'éléments du domaine fait encore partie du même 
domaine; le domaine le plus simple est formé par les nombres 
entiers et rationnels, il ne contient plus aucun paramètre. 

Soient maintenant a?, y, z,... des variables indépendantes ; nous 
appellerons fonction entière de ces variables dans le domaine 
(RW...) une fonction entière par rapport à ar, y, z,... dont les coeffi- 
cients sont des éléments du domaine, c'est-à-dire des fonctions ra- 
tionnelles des paramètres. 

Toute fonction entière peut se mettre sous la forme du quotient 
de deux fonctions : l'une entière par rapport aux variables et aux 
paramètres, avec des coefficients entiers, l'autre entière par rapport 
aux paramètres seulement, avec des coefficients entiers. 

(*) Les considérations qui font Tobjet de ce chapitre ont été développées surtout 
par Kronecker dans sa « Festschrift zum Kummer's Jubilaeum » ; consulter aussi 
son article « Zerlegung der ganzen Grœssen », Crelle, t. 94, le mémoire de 
M. MoLK « Sur une notion qui comprend celle de la divisibilité », Acta Mathema- 
tica, t. 6, et V « Introduction à la Théorie des Nombres et à TAlgèbre Supérieure » 
de MM. BoREL et Drach. 
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Leproduilde deux fonctions entières dans un domaine donné estune 
autre fonction entière dans le même domaine. Nous dirons qu'une 
fonction entière f[x^ y^ z,..., R', R", . . .) est réductible dans le do- 
maine donné si elle est le produit de plusieurs fonctions entières 
dans le même domaine, irréductible dans le cas contraire ; par 
exemple dans le domaine des nombres entiers Ax^ — 9 est réduc- 
tible, et ar' — 3 est irréductible. 

33. Nous nous proposons de résoudre le problème suivant : 

Etant donnée une fonction entière dans un domaine donné de ratio- 
nalitéy chercher si elle est réductible ou non et, dans le premier cas, la 
décomposer en facteurs irréductibles. 

Nous montrerons que Ton peut résoudre ce problème à l'aide d'un 
nombre limité d'opérations. Nous allons d'abord considérer le cas 
simple d'une fonction entière d'une seule variable dans le domaine 
de rationalité formé par les nombres entiers ; on peut toujours 
mettre la fonction sous la forme 

^ f{x) = — (aoor'» + aja?"-* H h an), 

q ' q ' 

où Oo, fli, ..., a„ sont des entiers sans diviseur commun, et — 

une fraction irréductible, et Ton a à rechercher si f{x) est réductible 
ou irréductible, c'est-à-dire admet des diviseurs entiers à coefficients 
rationnels ou entiers. 

Je vais montrer qu'il suffit de se limiter à ce dernier cas, et dé 
montrer le lemme suivant de Gauss : 

Si un polynôme à coefficients entiers est divisible par un polynôme 
à coefficients rationnels, il est égal au produit de deux polynômes à 
coefficients entiers. 

Supposons que le polynôme f{x) = aoa?'* -^ aia?*»-* -h . . . + a„ ad- 
mette le diviseur <p(a?) à coefficients rationnels, de façon que 

f{x) = ^{x)^{x), 

où ^{x) est de même nature que <f{x) ; en mettant en évidence le 
dénominateur commun aux coefficients de chacun de ces polynômes, 
on a une^ identité de la forme 

m m 
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OÙ çi(ar) a ses coefficients entiers, sans diviseur commun avec m, 
et de même ^i{x) a ses coefficients entiers sans diviseur commun 
avec m' ; je vais montrer que m' divise tous les coefficients de 
^i(x) et m tous ceux de ^\{x), ou bien, ce qui suffit pour la démons- 
tration, que tout diviseur premier /9 de m' divise tous les coefficients 
de 9i(a:). 

Tous ceux de ^^{x) n'étant pas divisibles par p, nous désignerons 
par ii{x) le reste de la division par p de ce polynôme, et nous au- 
rons en chassant les dénominateurs une identité de la forme 

pfi{x) = ?iix)yjx); 

comme le coefficient du terme de plus haut degré de xi(^) n'est pas 
divisible par p, les relations d'identification montrent que p doit 
diviser tous les coefficients de «pi(ar), ce qui était à démontrer ; 

alors f{x) est égal au produit des deux polynômes ^-^ et ^^^^ 
à coefficients entiers. 

34. La question est ainsi ramenée à la recherche des diviseurs à 
coefficients entiers du polynôme f{x), et il suffit de se limiter aux 
diviseurs dont le degré ne dépasse pas la moitié du degré de f{x). 

Si Ton se donne le degré v d'un diviseur cpte), on peut toujours 
exprimer ce polynôme au moyen de la formule de Lagrange, en 
fonction de v -+-1 entiers, arbitrairement choisis, ari, Xg, ..., ar^^-i, 
par exemple 0, 1, 2, ...,v, et de vh-1 quantités arbitraires, 
Wi, ?/2» .-., Wv4-i, qui représentent les valeurs de <p(ar) pour 



en posant 
on a 



/y» /y» .y» • 

*(t) = (x — Xi){x — x^),..{x— a?v+i), 

v-hl 



(1) o{x) = ^u,-^ 



Xk ^'{Xh) ' 



mai» (^(x) devant diviser f(x), o{Xh) = Uh est un entier qui doit 
divisor f{Xh) ; u^ doit donc être compris parmi les diviseurs entiers 
(hi nombre f(XfX diviseurs qui sont en nombre limité ; on est ainsi 
iiirKîiK'j ii décomposer en facteurs chacun des nombres 
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et à choisir de toutes les manières possibles les entiers 

respectivement parmi les diviseurs de ces nombres ; on a ainsi, en 
les transportant dans (I), un nombre limité de polynômes ^{x) ; on 
essayera si ceux d'entre eux qui sont à coefficients entiers divisent 
effectivement f{x) ; si aucune division ne réussit, c'est que le poly- 
nôme donné n'a aucun diviseur de degré v. 

En donnant à v les valeurs successives 1,2,..., on verra, par 
un nombre limité d'opérations portant sur des nombres entiers, si 
f{x) est irréductible ou a des diviseurs ; ces derniers se trouvent dé- 
terminés par cela même. 

On peut mettre de cette façon une fonction entière d'une variable 
dans le domaine des nombres entiers sous la forme 

-^•P(^)-Q(x)..., 



a p . . . 

OÙ a, p, ...,a', P', ... sont des nombres premiers, P(a?), Q(a:), ... 
des polynômes à coefficients entiers et sans diviseur. 

La décomposition n'est possible que d'une seule manière ; cela 
résulte de cette propriété des polynômes irréductibles, que l'on dé- 
naontre comme pour les nombres entiers : si un polynôme irréduc- 
tible divise un produit de plusieurs polynômes, il divise au moins 
l'un d'eux. 

35. Je considère maintenant le cas d'un polynôme entier par rap- 
port à ç variables a?, y, s,..., dont les coefficients appartiennent 
au domaine défini par les nombres entiers ; en supposant qu'on ait 
résolu pour q — i variables le problème proposé, on peut em- 
ployer une marche analogue à la précédente, et utiliser la formule 
de Lagrange sous la forme (1) ; Vk est alors une fonction de 

t/, 3, ... 

diviseur de f{xh^ y, z, ...). On peut aussi ramener immédiatement 
le cas de q variables à celui d'une seule de la manière suivante : 

Soit g un nombre entier supérieur au plus fort exposant de cha- 
cune des variables dans le polynôme donné ; en posant y = a:^, 
z = a:**, ..., on transforme la fonction en un polynôme entier en or, 
F{œ). A un terme x^yh"^.,, de f correspond dans F un terme dont 
l'exposant est « -H Pg' 4- tS^4- . . . ; il peut être considéré comme 
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un nombre écrit avec les chiffres a, p, ... dans un système de nu- 
mération de base g, de sorte que les termes de /* et F se corres- 
pondent d'une manière unique. 

Si f est décomposable en un produit de fonctions entières, il en 
est de même de F ; on est ainsi amené à appliquera F(ar) la méthode 
exposée plu3 haut, et à voir si les différentes fonctions en x, y, z 
qu'on déduit des diviseurs trouvés sont bien des diviseurs de 

f{x, y, z, ...). 

36. Soit enfin /"(a?, y, z^ ..., R', R", ...) un polynôme entier par 
rapport aux variables a?, y, z, ..., dont les coefficients font partie 
du domaine (R', R'', ...) ; on peut le mettre sous la forme 

?(^'» ^"^' ') rt^ „ - p/ p// \ 

OÙ o et 4^ sont des polynômes entiers par rapport à R', R'', ... 
sans diviseur commun et f un polynôme entier par rapport aux va- 
riables or, y, z, ..., les coefficients étant de même des fonctions 
entières, à coefficients entiers, des paramètres R', R'', ..., sans di- 
viseur commun entier par rapport à ces paramètres. La recherche 
des diviseurs de f est basée sur les trois lemmes suivants : 

Lemme 1. — Si le produit de deux fonctions entières de q variables 
X, y, z, ,..^ à coefficients entiers, est divisible par une fonction entière 
de q — 1 de ces variables, y, z, ..., également à coefficients en- 
tiers et irréductible, Vune des deux premières fonctions est divisible 
par la troisième, 

Lemme II. — Si le produit de deux fonctions entières de q variables, 
à coefficients entiers, est divisible par une fonction entière des mêmes 
variables, à coefficients entiers et irréductible, l'une des premières 
fonctions est divisible par la troisième. 

Lemme III. — Si une fonction de q variables, à coefficients entiers, 
est le produit de deux fonctions entières par rapport à Vune de ces va- 
riables et rationnelles par rapport aux autres, elle est le produit de 
deux fonctions entières par rapport à toutes les variables. 

Supposons ces lemmes démontrés dans le cas où les fonctions 
contiennent respectivement une variable de moins. Pour démontrer 
le premier, considérons la fonction g{y, z, ...), entière par rap- 
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port à ^ — 1 variables et irréductible, divisant le produit 

o{x, y, z,.,,)^{x, y, z, ...) ; 

ordonnons ces deux polynômes suivant les puissances de x et 
soient 

(^(ar, y, z,...) = «o(î/, z,...)^H-«ia?'""*H »-«m, 

^{x, y, 2,...) = h(y^ z,...)a^ + *ia?"~*4---6n. 
Si tous les coefficients de ç ne sont pas divisibles par g^ et si 

?i(ar, y, z, ...) 

est l'ensemble des termes de © non divisibles par cette fonction, le 
produit de çi^^ doit Tétre ; en écrivant que les coefficients du produit 
sont divisibles par g, et appliquant le deuxième lemme au cas de 
q — i variables, on voit que 6o» 61» ..., ^n sont tous divisibles 
par g^ ce qui démontre le premier lemme. 

En ce qui concerne le second, soit f[x^ y, s, ...) une fonction 
entière irréductible des q variables divisant le produit 

o{x,y,z, ...)^{x, y, 2....). 

Si o n'est pas le produit de f par un polynôme entier, ordon- 
nons ces deux polynômes par rapport aux puissances décroissantes 
de Xy et divisons o par f par rapport à cette variable ; la division 
n'aura pas lieu exactement, même avec des coefficients rationnels 
en y, 2, ..., ; en effet, si Ton avait, après réduction des termes du 
quotient au même dénominateur, 

?(:r, y, 2,. . = A^, y, ^>. . ^^^^^' 

d'où 

Xi(y» 2,...)?(a^i y, s,. .) = f{x,y,z,.. )/>, y, 2,...)i 

tout facteur irréductible de ^i divisant le second membre et ne 
divisant pas le polynôme irréductible /*, diviserait x d'après le pre- 
mier lemme démontré, et <p serait le produit de f par un polynôme 
entier, contrairement à l'hypothèse. 

On peut donc, d'après la théorie du plus grand commun diviseur, 
trouver deux polynômes 0| et fi entiers en ar, à coefficients ra- 
tionnels en y, 2, ..., tels que 

/'A-+-??i = l» 
ou bien, en mettant le dénominateur commun en évidence, 

A^' y^ 2» • • ')M^i 2/» 2, . ..)-\-o{x, y, 2, . . .)?2(ir, y, 2,. . .) =^ g{y, 2,. . .), 
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OÙ (2^ cp, et g sont des polynômes entiers ; on en déduit 

le preinier membre est, d'après les hypothèses faites sur le produit 
04^, un polynôme entier, /t(a?, y, z...), et Ton a 

d'après le premier lemme démontré, les facteurs irréductibles de g 
doivent tous diviser A, de sorte que h = glu ; alors ^ = fh^ 
et f divise ^^ ce qui démontre le deuxième lemme. 

Pour vérifier Texactitude du troisième, soit f[x, y, z, ...) une 
fonction entière de q variables égale au produit de deux fonctions 

?(^î 2/î 2> •••) 6t 'K^î 2/1 ^1 •••)' entières par rapport à a: et 
rationnelles par rapport à y, z, ... ; en mettant en évidence les 
dénominateurs communs, on aura 

?2(y, 2,...) 1^2(1/, z,...) 

où ©1 est un polynôme entier en x dont les coefficients entiers en 
y, 2:,... n'ont aucun diviseur commun avec le polynôme entier ©2, 
et où il en est de même pour ^x et <^î ; 4^2 divise çi car, d'après le 
premier lemme, tout facteur irréductible ;:?(y, z, ...) de 4^2 divisant 
le produit oi^^i et étant premier avec ^i divise cp,, et de même ©2 
divise ^x ; par suite f est le produit de deux polynômes entiers 
par rapport à toutes les variables. 

Les trois lemmes ayant été démontrés dans le cas de q = i 
sont ainsi démontrés quel que. soit le nombre des variables. 

Cela étant posé, si le polynôme /'(x, y, z, . . . , R', R", . . .) admet 
des diviseurs entiers par rapport à 0?, y, z, ... et rationnels par rapport 
à R\ R'^, ..., il en admettra d'autres entiers non seulement par 
rapport aux variables, mais encore par rapport aux paramètres; on 
est amené de cette manière à chercher les diviseurs de f entiers par 
rapport à tous les éléments a?, y, z, . . ., R', R''. . ., ce que nous 
savons faire, comme on l'a vu, à l'aide d'un nombre limité d'opé- 
rations. 

On peut démontrer, en s'appuyant sur les lemmes précédents, que 
la décomposition ainsi obtenue est unique. Si l'on veut décomposer 

la fonction 

(p(R , R , . . . ) 



-KR', R", . . . ) 



/ («^ï î/ï 2»' • • ï Ri R ?• • •) 
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en fonctions entières en a?, ?/, z, ..., à coefficients rationnels en 
R', R", . . . , on opérera la décomposition des fonctions entières 
/", ï>, ^ en leurs facteurs entiers irréductibles, et Ton attribuera aux 

diviseurs de /*, comme facteurs, des fractions divisant -.- 1 et 

cela d'une manière arbitraire ; nous supposerons désormais que 
l'on ne considère que des fonctions entières, à coefficients entiers 
par rapport aux paramètres, ce qui ne change rien aux raisonne- 
ments. 

37. Soit /"(x, R', R", ...) = une équation algébrique entière 
par rapport à a?, dont les coefficients sont des éléments du domaine 
(r', R\ ...)î nous savons reconnaître si le premier membre est 
réductible ou non, et trouver ses facteurs irréductibles dans le do- 
maine ; si f est irréductible, nous dirons que Téquation /" = 
est irréductible dans le domaine de rationalité; si n est son degré, 
ses n racines seront n fonctions algébriques du domaine, et nous 
dirons qu'elles sont conjuguées. 

Théorème. — Si une équation algébrique F(ar, R', R''. . .) = a une 
racine commune avec une équation irréductible f[x^ R\ R"» . . .) = 
dans le même domaine de rationalité^ elle admet toutes les racines de 
cette seconde équation. 

En elTet, les deux polynômes F et /* ont un plus grand commun 
diviseur D que Ton sait déterminer par divisions successives ; si D 
a un degré inférieur à celui de /*, f est décomposable en un produit 
de facteurs entiers en a?, dans le domaine (R, R" . . .), et par suite 
n'est pas irréductible dans ce domaine, contrairement à l'hypothèse, 
dès lors D est identique à /*, et F est égal au produit de f par un 
polynôme entier ; par conséquent F = admet toutes les racines 
de réquation irréductible f = 0. 

Nous appellerons équation générale de degré n une équation de la 

forme 

f{x) = a?" -h CiX'»-* -f- CaX-"-^ -h h Cn = 

pour laquelle le domaine de rationalité est constitué par les coef- 
ficients Cl, C2, ..., Cn, supposés indéterminés et indépendants; 
ce domaine (ci, C2, . . . , Cn) est identique à celui des fonctions 
symétriques fi, ^, ...,/*„ des n racines x\, a?2, ..., a?n. Si Ton 
fait varier d'une manière quelconque les paramètres c, les racines 
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varient, et réquation générale f{x) = jouit précisément de la 
propriété fondamentale suivante : le système des n variables 
Cl, Cj, ...,Cn est équivalent au système des n autres variables 
a?i, 072, ...,a?n. En efiet, à tout système de valeurs des c corres- 
pond un système unique de valeurs des ar, et réciproquement, et si 
les unes varient d'une manière continue, il en est de même des 
autres. 

L'équation générale est irréductible dans le domaine des fonctions 
symétriques ou dans le domaine des coefficients (ci, c», ..., c») ; 
autrement dit, le premier membre f{x) n'est pas décomposable 
en facteurs entiers en ar, à coefficients rationnels par rapport aux 
coefficients c. En effet, si cela avait lieu on pourrait, comme on Ta 
vu précédemment, mettre f{x) sous la forme du produit de deux 
polynômes entiers non seulement par rapport à a?, mais encore par 
rapporta Ci, C2, ..., c„, avec des coefficients entiers; comme f{x) 
contient linéairement les coefficients c, Tun des deux facteurs les 
renfermerait aussi linéairement, tandis que l'autre en serait indé- 
pendant et aurait comme coefficients des nombres entiers. Suppo- 
sons donc que Ton ait 

f{x) = o{x)^{x), 

où ç(a?) est un polynôme entier à coefficients numériques et entiers; 
donnons à x une valeur entière arbitraire xq ; nous pouvons ensuite 
donner à Ci, C2, . . . , c„ des valeurs entières telles que f(xo) ne soit 
pas divisible par le nombre entier (p(a?o) ; comme ^(xo) et ^Xo) sont 
des nombres entiers, on voit que l'égalité précédente est impossible, 
et par conséquent que f{x) est irréductible. 

Toute équation dont les coefficients font partie d'un autre domaine 
que celui des fonctions symétriques des racines est une équation par- 
ticulière ; par exemple une équation à coefficients numériques, en- 
tiers ou fractionnaires, est une équation particulière dont le domaine 
de rationalité se réduit à celui des nombres entiers; en général, les 
fonctions symétriques, ou bien les coefficients d'une équation par- 
ticulière sont des éléments du domaine de rationalité, mais ils sont 
fixes ou sont reliés par des relations, ce qui fait qu'il peut exister 
pour une telle équation des relations entre les racines. 

Une équation particulière peut être réductible dans le domaine de 
rationalité choisi ; si l'on prend par exemple comme domaine de 
rationalité celui qui est défini par les racines (xi^ x^^ •••) a^n), les 
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coefficients s'expriment comme on sait au moyen de ces éléments, 
et le polynôme est décomposable en facteurs linéaires dans le do- 
maine sous la forme 

f[x) = (x — Xx){x — a?j) . . . (a? — ar„). 

Pour une équation particulière, les coefficients ne font pas tou- 
jours partie du domaine de rationalité, mais renferment quelquefois 
des fonctions algébriques des éléments de ce domaine, ou encore, 
comme cas particulier, des racines d'équations entières à coefficients. 
entiers. 

Si Ri, R2, ... sont de telles fonctions algébriques de R', R'', . . . , 
on dit que les coefficients font partie du domaine de rationalité, 
(R', R", . . .), auquel on adjoint les fonctions algébriques Ri, R2, ... 
des éléments de ce domaine. 

Par exemple, Téquation 

a?» — a? -f- 2v/¥ = 

a ses coefficients faisant partie du domaine des nombres entiers, 
auquel on adjoint une racine de l'équation R* — 3 = 0. 

38. Nous nous proposons de chercher si une fonction entière d'une 
variable (on peut ramener à ce cas celui de plusieurs variables) est 
réductible ou non dans le domaine général (Ri, Ra, . . . , R, R'', . . ), 
et de résoudre en même temps le problème suivant : chercher si 
une fonction dont les coefficients font partie du domaine (R,R', ...) 
et qui est irréductible dans ce domaine est réductible ou non lors- 
qu'on adjoint à ce domaine des fonctions algébriques Ri, Ra, . . . ; 
les deux questions sont identiques. 

Remarquons d'abord qu'on peut remplacer l'adjonction de plu- 
sieurs fonctions algébriques par celle d'une seule convenablement 
choisie ; soient R,, R3, ... des fonctions définies par les équations 
irréductibles 

cp(R», R, R',. . .) = 0, ^.(R,, R, R\. . .) = 0. 

Prenons la somme 

WiRi-f-wjRjH — , 

où ui, U2, ... sont des constantes laissées arbitraires ; le produit 

n(z — UjRj — U2R2 ), 

étendu à tous les systèmes de valeurs de Ri, R2, . . . , est une fonc- 
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tien symétrique de ces quantités, et est une fonction 4>(z, wj.wg, ..., 
R', R^ . . . ) du domaine (R', R", . . . ) ; décomposons-la en ses fac- 
teurs irréductibles par rapport à s, Wi, W2, ... dans le domaine pré- 
cédent et désignons par *i(z, Wi,. . .) celui de ces facteurs divisible 
par 2 — uiRi — U2R2 — • • • ; en posant Wi = ViH-aj, wj = V2-+-0L2, . . . , 
où ai,a2, ... sont des nombres rationnels particuliers, on obtient la 
fonction 

*i(z, î^i + ai, 1^2 4- «2,... R', R",...), 

qui s'annule pour z = (v^ -f- a,)Rj h- [v2 h- a2)R2 -h • • • ; en rempla- 
çant d'autre part Wi, W2, . . . par Vj, V2,,.. et z par s— «iRi — a2R2 — • • •» 
on obtient la deuxième fonction 

*i(s — ajRj — a2R2 î Vi, V2,. . ., R', R",. . .), 

qui s'annule pour 

z — «iRj — a2R2 — • . . = uiRi -I- t;2R2 4- • • • ; 

ces deux fonctions ont en commun le facteur 

z — («1 -h ai)Ri — (^2 -+• a2)R2 

et n'en ont pas d'autre si a^, ag, ... sont choisis de façon que l'équa- 
tion 4>i(z, ai, aa, . . ., R', R", . . .) = ait ses racines distinctes ; 
par l'opération donnant le plus grand commun diviseur, on aura le 
diviseur commun, et par suite en l'annulant on obtiendra 

(uiRi4-U2R2H )+(aiRi H-a2R2H ) 

en fonction rationnelle de Vi, V2, . . ., «i, «2, ... et de 

R = a^Ri H- ajRa H , 

qui est racine de l'équation 

*ï>i(R, aj, a2, . . . , R , R , . • . ) = ; 

il suffit de donner, à la fin du calcul, des valeurs numériques 
rationnelles particulières aux indéterminées Vi, V2, ... pour avoir 
Ri, R2, ... exprimés rationnellement au moyen de la seule fonction 
algébrique R. 

On verrait plus généralement que l'adjonction de fonctions algé- 
briques liées entre elles et aux paramètres R', R'', . . . par des 
équations quelconques se ramène à l'adjonction d'une seule fonc- 
tion des paramètres. 

39. Cela posé, soit f{x, R, R', R", . .) une fonction entière en a?, 
dont les coefïîcients font partie du domaine défini par R', R", .. 
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auquel on adjoint une fonction algébrique R, liée aux paramètres 
par une équation irréductible «p(R, R', R", . . .) = 0, de degré n ; 
je désigne ses racines par Ri, Rj, . . ., R». Comme R peut ne pas 
entrer dans /*, je remplace x par z -h wR, et je forme le produit 

^hf{^ 4- wRa, Ra, R'i ^\ . • . )i 

étendu à toutes les racines R^ ; c'est une fonction symétrique de ces 
racines^ et par suite une fonction entière de z et u dans le domaine 
(R', R", . . .) î J6 la décompose en ses facteurs irréductibles dans ce 
domaine ; soit 

uf{z + u^u, R*, R', R', . . .) = *i(2)*2(s). . .*v(3). 

Une fonction telle que *i(s) a un diviseur commun avec 
f{z -+- wRj, Ri, . . .) par exemple ; je forme le plus grand commun 
diviseur de ces deux fonctions, soit 6i(z, Rj) ; on sait qu'il leur est 
relié par des identités de la forme 

ei(z, R,) = *i(sH(2, Ri) -^ f{z -^ t/R„ Ri, . . .)x(2, Ri), 

*i(z) = Hz, R,)'l^i(z, Ri), 
f[z 4- uRj, Ri, . . .) = ei(z, Ri)xi(z, Ri). 

Ces identités ayant lieu pour une racine de Téquation irréductible 
qui définit Ri, ont lieu pour toutes les autres, d'où Ton conclut que 
et(z, Rfc) est le plus grand commun diviseur de *i(z) et de 

/"(z-f-wR^, R*, .. .)• 
On a du reste 

*i(z) = ei(z, R,)ôi(2, Ra) . . . 6i(z, Rn) *, 

en effet, le second membre est un diviseur de *i, car les facteurs 
qui le composent divisent *i, et Ton verrait facilement qu'ils sont 
premiers entre eux ; d'autre part les identités précédentes donnent, 
en formant le produit des valeurs de 0i(z, Ri), 6|(z, R2), . . . tirées 
de la première et des analogues, une identité de la forme 

nei(z, R,) = 4'i(z)H(z) -^ n/-(z + uRfc, R^, . . .)K(z), 

où le produit qui entre dans le second membre est égal à 
4»i(z)*2(z) ... ; on en conclut que le produit des fonctions 6 est 
divisible par *i(z) ; il lui est par suite identique . 

VOGT. — RÉS. ALG. 5 
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Si Ton répète le même calcul avec *2(z), . . . , *v(z)» on a de nou- 
veaux diviseurs 63(2, R/,), . . ., Ov(z, R^) ; on a alors, quel que soit A, 

il suffit de remplacer ensuite z par x — wR^ pour avoir une dé- 
composition de f[x) en v facteurs; il sont irréductibles, car si 6| 
par exemple était décomposable en plusieurs facteurs, *i(z) qui est 
le produit n^6i(z^ R,^) serait décomposable dans le domaine 
(R , R , . . . ). 
Par exemple la fonction 

f\x, /3) ^ x^—x-\-^sf^ 

est réductible dans le domaine formé par les nombres entiers aux- 
quels on adjoint une racine de Téquation R^ — 3 = 0; en posant 
R, = /3, R2 = — Ri et w = 0, on a 

f[x, Ri)f{x, R2) = a?« — 2a?*-l-a?2 — 12 = (a?^ — 3)(a;* ^x^ +4). 

Les diviseurs communs de ces facteurs avec x^ — x-\- 2Ri sont 
respectivement a? + Ri et x'^ — RiO? -h 2, de sorte que 

f{x, Ri) = (x-f-Ri)(a:2 — RiX-l-2) = {x -\- ^){x^ ^x^S -^2). 

40. Remarque. — Les questions que nous venons de traiter sont 
purement algébriques, et ne s'appliquent pas immédiatement à la 
géométrie ; nous avons étudié la réductibilité des fonctions entières 
dans un domaine donné à l'avance, et nous avons remarqué qu'une 
fonction irréductible dans un domaine peut le devenir dans un autre; 
par exemple une fonction d'une seule variable est toujours réduc- 
tible en facteurs linéaires lorsqu'on adjoint au domaine de rationa- 
lité les fonctions algébriques définies par la fonction égalée à zéro. 
Pour les fonctions de plusieurs variables, il n'en est plus de même ; 
une telle fonction peut rester irréductible quelles que soient les 
quantités adjointes au domaine de rationalité. 

En géométrie, on dit qu'une courbe ou une surface représentée 
par une équation f{x, j/, 2, . . . , R^ R' R", . . . ) = est réductible si 
le premier membre admet des diviseurs entiers par rapport aux 
variables, avec des coefficients faisant partie de domaines quel- 
conques, irréductible dans le cas contraire. 
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La méthode ordinairement suivie pour voir si une fonction est 
réductible dans ce sens plus général consiste à essayer la divi- 
sion par une fonction de degré moindre, à coefficients indéter- 
minés, et à chercher les relations auxquelles doivent satisfaire ces 
coefficients pour que la division soit possible. La théorie générale 
de Télimination montre si ces relations sont compatibles ; elle nous 
apprend de plus qu'il suffit d^adjoindre des fonctions algébriques des 
éléments du domaine donné primitivement, en nombre limité, pour 
efTectuer la réduction de la fonction lorsque celle-ci est réductible ; 
elle nous donne non seulement ces fonctions algébriques, mais 
encore les diviseurs de la fonction. 






CHAPITRE Vil 

DES FONCTIONS RATIONNELLES DES RACINES D'UNE ËQUA 
TION. — RÉSOLVANTES. — GROUPE D'UNE ÉQUATION AL6É 
BRIQUE. 



41. Dans les chapitres III et IV, nous avons établi la théorie des 
fonctions rationnelles de plusieurs variables indépendantes, et mon- 
tré la relation qui existe entre ces fonctions et les groupes de subs- 
titutions. Nous allons maintenant considérer les fonctions de varia- 
bles généralement non indépendantes, ou de quantités numérique- 
ment déterminées ; nous supposerons, ce qui ne nuit en rien à la 
généralité, et est même nécessaire pour la suite, que les quantités 
données a?i, a?2, . . ., a?„ senties racines d'une équation algébrique 

(1) /-(x, R, R', R", ...) = 0, 

de degré n, dont les coefficients font partie d'un domaine de ratio- 
nalité défini par les paramètres R', R'\ • . . , auxquels on adjoint 
dans certains cas une fonction algébrique R de ces paramètres. 

Nous ne supposons pas nécessairement Téquation (i) irréductible ; 
nous admettons cependant dans tout ce qui suit qu'elle n'a pas de 
racine multiple, c'est-à-dire que le polynôme f n'a pas de diviseur 
commun avec sa dérivée. 

Une fonction rationnelle des racines, qu'on peut supposer mise 
sous la forme du quotient d'une fonction entière par une fonction 
symétrique (§ 16), appartient algébriquement à un groupe G d'or- 
dre r, en ce sens que pour les substitutions de ce groupe et pour 
celles-là seulement la fonction donnée <p(a?i, arg, . . . , Xn) ne change pas 
de forme algébrique par rapport à a?!, a?2, ..., Xn\ mais il peut se faire 
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que, pour une autre substitution telle que S n'appartenant pas au 
groupe G, o reprenne la même valeur numérique, ou la môme 
valeur fonction algébrique des paramètres R, R', R", ... qui défi- 
nissent le domaine de rationalité. Nous dirons pour simplifier que 
o ne change pas sa valeur numérique dans le domaine considéré ; 
cela a lieu alors pour toutes les substitutions GS, et, plus géné- 
ralement, les substitutions laissant invariable la valeur numérique 
de o forment un groupe G' contenant G comme sous-groupe ; on 

reconnaît que G' est un groupe plus général que G à ce que l'équa- > 

n ! 
tion qui a pour racines les p = — valeurs algébriques de o a des 

racines multiples dont Tune est égale à o; si 9 est racine d'ordre 
m, Tordre de G' est égal à mr. 

Par exemple, considérons l'équation bicarrée 

a:* -1- px' -h q = 

dont les racines Xi, ar2, x^^ x^ sont supposées telles que l'on ait 
X2 = — 3Ci, Xi = — 0:3 ; la fonction «pj = Xi-h X2 appartient algé- 
briquement au groupe 

G = [1, (a:,j:j), [x^x^), (XiXzJiXiX^)], 

mais reste numériquement invariable pour S = {xiXsXx^x^) et 
pour les produits des substitutions de G par S, constituant avec 
G un groupe d'ordre 8 ; cela tient à ce que a?, 4- X2 = a?3 + Xi = 
et que l'équation qui a pour racines les six valeurs algébriques de 
«p, a une racine double égale à zéro. 

42. Théorème. — Il est toujours possible de former une fonction des 
n racines d'une équation ayante pour toutes les substitutions^ n\ 
valeurs distinctes numériquement dans le domaine de rationalité. 

Prenons la fonction 

^^ z= UiXi -+- U2X2 H H- UnXn 

et ses valeurs >^i, ^2^ ... pour les n ! substitutions ; formons toutes 
les différences possibles de ces valeurs deux à deux ; il est possible 
de choisir les coefficients u de façon qu'aucune ne soit nulle ; en 
effet, ordonnons chacune d'elles suivant les paramètres Wi, U2, ..., w», 
sous la forme 
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Toutes les différences x^ — x^ entrant dans le second membre 
de Tégalité précédente ne sont pas nulles, puisque les racines sont 
inégales ; prenons toutes les fonctions «l'a — ^f^ ^^ renfermant que 
Ui et indépendantes de W2, . . . , Wn ; elles ne sont pas nulles, quelle 
que soit la valeur attribuée à mj ; prenons ensuite celles qui renfer- 
ment Wj et «2 ; ayant choisi arbitrairement Ui, on pourra exclure 
les valeurs de u^ qui les annuleraient, et choisir le second para- 
mètre 1*2 de façon qu'aucune ne soit nulle , en considérant ensuite 
celles qui renferment Wi, u^ et Wa, on pourra choisir Uz pour 
qu'elles ne soient pas nulles, et ainsi de suite ; de cette façon les n ! 
valeurs de ^j^i seront numériquement distinctes. 

Théorème. — // est toujours possible de former une fonction des n 

racines d'une équation^ invariable algébriquement pour les substitu- 
ai i 
tions d'un groupe G d'ordre r, et dont les p = — valeurs algé- 
briquement distinctes pour toutes les substitutions le soient aussi 
numériquement dans le domaine de rationalité. 

Soient <{^i, ^^2, ..., ^r les valeurs de la fonction de Galois que nous 
venons de déterminer, pour les substitutions Si, S2, ...,Sr du 
groupe G ; elles sont algébriquement et numériquement distinctes ; 
formons le produit 

il appartient algébriquement au groupe G et a p valeurs algébrique- 
ment distinctes ; soient 

deux de ces p valeurs ; elles ne sont pas numériquement identiques 
quel que soit w, car sinon les fonctions ^'a et ^^ seraient respec- 
tivement égales à Tordre près, et 9» serait algébriquement égal à «p^, 
ce qui est impossible ; on pourra donc exclure les valeurs de u sa- 
tisfaisant à l'équation non identique o» — ?p = et à toutes les 
autres analogues et donner dès lors à u une valeur pour laquelle 
les p valeurs soient distinctes numériquement. 

Corollaire. — Au moyen d'une fonction appartenant au groupe G 
et dont les valeurs algébriquement distinctes le sont aussi numérique- 
ment^ on peut exprimer rationnellement toute autre fonction apparte^ 
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fiant algébriquement au même groupe ou à un autre contenant le 
premier. 

Il suffit en effet de reprendre le raisonnement du § 17, et d'ex- 
primer la fonction 4^1 que Ton veut calculer au moyen de la fonc- 
tion donnée ?i en se servant de la formule de Lagrange : le poly- 
nôme 

donne ^j^^ quand on remplace z par ^h ; le dénominateur commun 
est le produit U^'{^f^), et il n'est pas nul puisque Téquation 
<l>(z) = a ses racines inégales. 

Lagrange, dans son célèbre mémoire sur la résolution des équa- 
tions (*), a examiné le cas où Ton donne une fonction quelconque 
<pi des racines appartenant algébriquement au groupe G, et où Ton 
veut calculer une autre fonction appartenant algébriquement au 
même groupe ; si les p valeurs de 91 ne sont pas numériquement 
distinctes, la méthode précédente est illusoire ; il faut dans ce cas 
résoudre une équation d'ordre plus ou moins élevé, comme Ta 
montré Lagrange dans son mémoire. Nous allons cependant démon- 
trer l'important théorème suivant : 

43. Théorème. — Si une fonction cpj est numériquement invariable 
pour les substitutions d\in groupe G, toute autre fonction ^x numéri- 
quement invariable pour les substitutions du même groupe ou d'un 
autre le contenant s'exprime rationnellement au moyen de la première. 

Soit «pi la fonction donnée appartenant numériquement au 
groupe G, mais algébriquement à un autre groupe Gi qui ne peut 
être que G ou un sous-groupe de G ; soit de même ^1 la fonction 
que Ton veut calculer, appartenant numériquement à G et algébri- 
quement à un sous-groupe G2 de G ; soit H le groupe commun à 

n ! 
Gi et G2; si r est l'ordre de H, et p = — , on peut mettre les 

r 

n ! substitutions du groupe symétrique sous la forme d'un tableau 

de la forme 

HSj, H22, . . . , HSp, 

où s,, Sj, . . . , 2p sont convenablement choisies (§ 6 et 14). 

(*) Le Mémoire de Lagrange fait partie des Mémoires de VAcadémie de Berlin, 
1770 et 1771 ; la partie relative à la question actuelle est reproduite dans V Algèbre 
supérieure de Serbet^ t. II, p. 433. 
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Les p valeurs de <pi pour s,, Sg, . . ., Sp ne sont pas générale- 
ment distinctes numériquement; soient cpi, «?2, ..., ?, celles qui 
le sont ; on pourra toujours former Téquation à coefficients symé- 
triques ayant pour racines les valeurs algébriquement distinctes 
de «pi, et en déduire, par la méthode des racines égales, une équa- 
tion 

*(z) = (z— ?i)(z — 92)...(2 — ?*) = 

ayant comme racines simples ?i, ?2, . . . ? ?3 ; ses coefficients seront 
rationnellement exprimables dans le domaine. 

De même les p valeurs de «J'i ne sont pas distinctes numérique- 
ment en général, mais par hypothèse toute substitution conservant 
à «pi sa valeur numérique jouira de la même propriété relativement 
à 4^11 sans que la réciproque soit nécessairement vraie. Supposons, 
pour fixer les idées, que parmi les p valeurs de ç, en existent m 
numériquement égales à «pi. 

Considérons la fonction 

1 



"M = s *. • ,4^ • îi 



OÙ la somme est étendue aux p valeurs que prennent simultané- 
ment cpi et 4^1 pour les substitutions Si, S2> ...,Sp; elle est com- 
posée de p termes qui ne sont pas tous distincts en général; 
d'après les hypothèses faites, m d'entre eux sont relatifs à çi et ont 
tous 4^1 comme coefficient, de sorte que la fonction peut s'écrire 



Z — Oi *'(?i) Z — <pA *'(ça) 

la somme indiquée au second membre étant étendue aux valeurs 
de cp autres que çi. 

V(z) est, dans tous les cas, une fonction symétrique des n racines 
^1, 372, . . . , Xny car elle ne change pas de valeur algébrique pour une 
substitution quelconque ; elle s'exprime rationnellement au moyen 
des coefficients de l'équation donnée, et son dénominateur, qui est le 
produit 

*'(?l).*'(?2)... *'(?.), 

n'est pas nul, puisque ©i, <p2, . . . , «p« sont racines simples de 
*(z) = ; ce dénominateur est du reste le discriminant de 4>(z). 
Soit 

^z) = A,z*-i -h AaZ*-* H h A. 
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la fonction ainsi obtenue ; lorsqu'on y remplace z par çi, elle 
prend la valeur m'\>u de sorte que Ton a 

^i est ainsi exprimé au moyen de ©i par un polynôme entier h 
coefficients symétriques. 
On peut encore raisonner de la manière suivante : 
Effectuons sur la fonction ^'i?! les substitutions Si, s,, ..., Sp, 
et formons la somme des résultats ; c'est une fonction algébrique- 
ment symétrique, et par suite rationnellement exprimable ; si nous 
ordonnons la somme suivant les valeurs distinctes cpi, ©2, . . ., ««, 
nous aurons 



m^i?\ ■+- ?\W^+r2 + •••) -H ?K4'3-+-4'; 



= Fx(R, R\ R", . . .), 



où 4^2» '\>h» " sont des valeurs de ^i distinctes ou non, de même 
^3j Vs^ 6tc. Donnons à X les valeurs 0, i, 2,. . ., 5 — i ; nous au- 
rons s équations linéaires par rapport à m<^i, ^^t + ^i-h "-t 
H -*- 4^3? • • • ; l6 déterminant A des coefficients est le déterminant de 
Van der Mond relatif à ©i, ©a,. . . , ©, et n'est pas nul ; on aura ainsi 
en particulier 

Al AiA 

^'''^ = I = li- ' 

où Al est le déterminant fourni par la méthode connue de résolu- 
tion; sous la dernière forme, AjA est une fonction symétrique 
entière de ^j, «pa, . . ., <p„ car 



A,A = 



F, 



i i 

©2 ?3 



X 



>*— 1 






?1 



«2 



?' 



?1 









F.-1 ?2-* ?3 

et s'exprime d'une manière entière au moyen des coefficients de 
l'équation 

0, 



<ï>(z) 



©. 



donc d'une manière entière au moyen de ©i ; A* est une fonction 
symétrique qui n'est autre que le discriminant de *(z) et il n'est 
pas nul, La proposition se trouve ainsi démontrée. 
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Comme cas .particulier de ce théorème, nous avons le corollaire 
suivant : 

Corollaire. — Si une fonction des racines d'une équation est numé- 
riquement invariable pour toutes les substitutions, elle s'exprime 
rationnellement au moyen des coefficients de y équation. 

Il suffit en effet de prendre pour <^i la fonction donnée et pour 
<pi une fonction algébriquement symétrique quelconque ou môme 
l'unité. Si H est le groupe auquel appartient algébriquement la 

fonction «J'i et si r est Tordre de ce groupe, on aura « = 1 et 

n ! 
m =^ 9 = —t de sorte que 
r 

p4'i?i = F(R, R\R'\...). 

On peut encore dire que la somme des valeurs algébriquement 
distinctes de ^i, qui est ici égale à p^j^i, est une fonction symétrique 
des racines et s'exprime rationnellement. 

44. En choisissant une fonction de Galois dont les n! valeurs 
soient numériquement distinctes, on a une fonction au moyen de 
laquelle toute fonction des racines, et en particulier les racines 
elles-mêmes s'expriment rationnellement, comme nous l'avons clit 
au § 20. 

Il résulte de là que si Ton connaît la valeur d'une telle fonction 
des racines, on peut déterminer celle des racines elles-mêmes, 
et Ton a résolu l'équation ; il suffît ainsi, pour résoudre une équa- 
tion de degré n, et trouver ses n racines, de calculer une seule 
racine d'une équation de degré n !, dont les coefficients sont ration- 
nellement connus au moyen de ceux de l'équation donnée ; cette 
équation auxiliaire de degré n ! s'appelle équation résolvante de 
Galois. 

Nous appellerons en général résolvante une équation satisfaite 
par les différentes valeurs d'une fonction déterminée des racines de 
l'équation donnée, et dont la résolution sert à simplifier celle de 
cette équation. 

La recherche d'une racine de la résolvante de Galois ne complique 
pas le problème de la détermination des n racines de l'équation 
donnée, et lui est équivalente; du reste, pour trouver ces dernières, 
il faut calculer une racine d'une équation de degré n, puis une 
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racine d'une équation de degré n — i déduite de la première, et 
ainsi de suite, et le produit des degrés de ces équations successives 
est égal an! 

45. Une autre notion fondamentale introduite par Galois dans le 
théorie des équations est celle de groupe d'une équation donnée. 
Soit 
(2) f{x, R, R', R',. . .) = a?« 4- c^x^-' -h Caor^-^-h ••• + c„ = 

une équation de degré n dont les coefficients sont des fonctions ra- 
tionnelles des éléments d'un domaine (R, R', R'', . . . ) et dont les 
racines sont ar,, a?2, . . ., x»» Formons une fonction de Galois 

ayant des valeurs numériques distinctes pour toutes les substitu- 
tions, et réquation résolvante 

Le premier membre est une fonction symétrique des racines x et 
s'exprime rationnellement dans le domaine ; décomposons-le en ses 
facteurs irréductibles dans ce domaine, et soit 

cette décomposition ; supposons que ^i(z) soit le facteur contenant 
z — <};,, et que Ton ait 

les fonctions ^i, 4'2> • . ., l'r se déduisent de ^i par des substitutions 
que nous désignerons par Si = l, Si, ..., Sr, effectuées sur les 
racines ; je dis qu'elles forment un groupe; en effet, si l'on effec- 
tue l'une des substitutions précédentes, telle que S^, les fonctions 
^1» 4^11 • • • l 'l'r se changent respectivement en des valeurs ^^ 4^2» . . • î Vr] 
mais le polynôme Vi(z) est une fonction des racines qui reste inva- 
riable, ainsi que ses coefficients : par suite les nouvelles valeurs 
des ^ sont, à l'ordre près, identiques aux premières ; si l'on effectue 
alors successivement deux substitutions S», Sp, <^i sera changé en 
une des r valeurs ^j^,, ^2^ . . ., l'r» de sorte que le produit S^Sp est 
une des substitutions de l'ensemble (8,83.. Sr); celles-ci forment 
bien un groupe. 

Toute fonction des racines numériquement invariable par les subs- 
titutions de ce groupe s'exprime rationnellement au moyen des 
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éléments du domaine de rationalité. En effet, si ?i(.'ri, a^j, . . .,a?n) 
est une telle fonction, on peut Texprimer rationnellement au moyen 
de la fonction 4^1 de Galois ; soit oi(ari, . . ., a?„) = F(4^,). Effectuons 
sur a?i, 372, ..., ^n les r substitutions du groupe ; le premier membre 
©i reste numériquement invariable dans le domaine, etle second de- 
vient F(4^2), . . . , F(^^r), de sorte que 

?i = F(4^0 = ¥[^,) = . . . = ¥{^r) = -^ mi) + F(^2) +..•]; 

la parenthèse étant symétrique par rapport à ^i, 4^2, . • .1 l'r s'ex- 
prime rationnellement au moyen des coefficients de ^i(s), par suite 
«pi a une valeur rationnelle dans le domaine. 

Il est évident que si une fonction 9i(a?i, a?2, ..., a?„) reste algé- 
briquement invariable par les substitutions du groupe, elle est aussi 
numériquement invariable dans le domaine, et s'exprime rationnel- 
lement. 

Réciproquement, toute fonction des racines rationnellement expri- 
mable dans le domaine reste numériquement invariable pour les 
substitutions du groupe précédent. 

En effet, soit ?i(a?,, Xz^ ..., Xn) = /"(R, R', R", ...) une fonction 
rationnellement exprimable ; exprimons le premier membre au 
moyen de la fonction ^i de Galois ; si ©i = F(<l/i), on aura une 
équation de la forme 

F{^,) = f{R, R\ R^...); 

comme elle admet Tune des racines de Téquation irréductible 
Ti(z) = 0, elle est satisfaite par toutes les autres, de sorte que 
Ton a, pour chacune d'elles, 

F(W = AR, R', R',. . = ?i(^i» -^zi- • •> ^n). 
On voit que la fonction <p, conserve la môme valeur lorsqu'on 
remplace ^t par une des valeurs <^2, ..., <l/r, et par suite reste 
numériquement invariable pour les substitutions du groupe. On 
peut dès lors énoncer le théorème suivant (*) : 

Théorème. — Etant donnée une équation f(x^ R, R', R", . . .) dont 
les racines sont inégales ^ et dont les coefficients font partie d'un domaine 
(R, R', R", . . .), il existe entre les racines un groupe de substitutions 



C) G. JonoAN, Traité des Substitutions, 1^, 257 ; Serret, Algèbre supérieure, t. II, 
p. 639. 



-.i 



6R0DPE D^CNE ÉQUATION 7*7 

tel que toute fonction des racines dont les substitutions de ce groupe 
n'altèrent jms la valeur numérique dans le domaine soit rationnelle^ 
ment exprimable^ et réciproquement. Ce groupe est appelé le groupe 
de l'équation, 

46. Pour le déterminer pratiquement, nous considérerons la fonc- 
tion de Galois 

OÙ î/i, lij, . . ., Un sont laissés à dessein indéterminés, et Téquation 
résolvante 

^(z) = n[z — UxXi — U^2 UnXj^ = 0, 

où le produit est étendu aux n ! substitutions ; si le facteur irréduc- 
tible Vi(z) qui s'annule pour s = 4^, est (z — ^i)[z — 4^1). ..(z — 4^0, 
c'est-à-dire 

^1(2) = n,[z — WiX.j — u^x^^ — ... — i/„.Ta^], a = 1, 2, . . . , r, 

c'est une fonction entière de s, Wi, w,,. . ., t/„ k coefficients ration- 
nels dans le domaine ; je dis qu'elle appartient, par rapport aux 
indéterminées Wj, Wj, . . ., w„, à un groupe identique au groupe G de 
Téquation. 

En effet, la fonction 

dérivée de ^i par la substitution S., peut encore s'écrire, en l'or- 
donnant par rapport à a?i, arj, . . . , a?n, 

où (wgj, Wp2». . -î ^p„) se déduisent de (wi, W2,. . ., Wn) par la substi- 
tution Sp = S~*. On obtiendra donc tous les facteurs de w,(z) en 
laissant dans z — ^i les quantités xt^ X2, . . . , a?„ fixes et effectuant 
sur les paramètres wi, W2, . . ., «n les substitutions Sf*, Sr*, . . ., Sr*, 
c'est-à-dire toutes les substitutions du groupe G lui-même, prises 
dans un autre ordre ; on voit ainsi que la fonction entière ^'1 des 
indéterminées ui, 1/21 . . . , w„ reste algébriquement invariable lors- 
qu'on effectue sur ces quantités les substitutions d'un groupe iden- 
tique à celui de l'équation. 

Ce sont du reste les seules jouissant de cette propriété ; suppo- 
sons en effet que ^4 reste invariable pour une substitution Sp effec- 
tuée sur w^, W2, . . . , Wn ; elle le sera alors lorsqu'on laissera ces 
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paramètres fixes et qu'on effectuera sur a?!, a?2, . . ., a?n la substitu- 
tion inverse S^* ; comme Vi est une fonction des racines ration- 
nellement exprimable, S^* et par suite S^ appartiennent au 
groupe G de Téquation. 

Pour avoir ce groupe, on aura donc à chercher, parmi les n ! 
substitutions, celles qui laisseront algébriquement invariable la 
fonction Vi(z, Ui, 1/2,. .. , i/„) lorsqu'on les effectuera sur les indé- 
terminées Ml, Wî, . . ., Un. 

En réalité, il reste encore une indétermination dans le problème ;* 
on ne peut distinguer, parmi les facteurs irréductibles de W(z), 
celui qui admet comme facteur z — «J^i, mais cette indétermina- 
tion tient à la. nature des choses, et est due à ce fait que Ton peut 
attribuer d'une manière arbitraire les indices 1, 2, . . ., w aux n 
racines d'une équation. Supposons que la décomposition de ^'(s) 
donne 

je dis que les facteurs sont du même degré, et affectés du môme 
exposant, égal à l'unité; en effet, les racines 'J'iî 'l'ai '"t^ni de 
\v{z) = étant toutes distinctes, cette équation n'a pas de racines 
égales, et les exposants [jli, {jlj, . . ., fip doivent être égaux à l'unité. 
Soit en outre 

^r,(2) =z [z — WiXi — U2Xi, . . — UnXn){z — UiX2^ — ...)... 

et s une substitution n'appartenant pas au groupe G, transformant 
z — ^i en un facteur z — 4^^ = s — uix^^ — UiX^^ — ... — UnX^^ de 
^^(z) ; à la substitution s effectuée sur les x correspond une 
substitution S~* effectuée sur les indéterminées u ; elle trans- 
forme ^\{z) en un polynôme ^'^ entier en z, rationnel dans le 
domaine donné, et irréductible, car, s'il ne l'était pas, Vi(z) qui 
s'en déduit par la substitution S effectuée sur les quantités u serait 
réductible contrairement à l'hypothèse. Ce polynôme ^^ a de plus 
un facteur commun z — ^^ avec ^2(2) qui est irréductible, et par 
conséquent lui est identique. En répétant ce raisonnement, on voit 
((ue les facteurs irréductibles sont du même degré, et se déduisent 
(lu premier par des substitutions 22, 2:3, ... , Sp effectuées sur les x, 
ou les substitutions inverses sur les u ; on obtient ainsi, au moyen 
doH r facteurs de la forme z — ^i de ^i(z), pr facteurs distincts, 
et comme les n 1 valeurs de 4*1 sont différentes, on a pr = n I . 
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Les groupes déduits des facteurs de W{z) sont respectivement 

et sont semblables ; ils sont identiques, au choix près des indices, 
d'après ce qu'on a vu au § 7, et Ton peut prendre Tun quelconque 
d'entre eux comme groupe de Téquation. 

Chacun des facteurs irréductibles de ^'{z), égalé à zéro, fournit 
une équation résolvante dont chaque racine est une fonction de 
Galois à n ! valeurs ; on peut appeler Tune quelconque de ces équa- 
tions une résolvante de Galois, et la connaissance d'une seule 
racine de Tune d'elles entraîne celle des racines xi, 0:2, . . ., iPn elles- 
mêmes, c'est-à-dire fournit la résolution de l'équation proposée. 

Le procédé de calcul que nous avons indiqué à la fm du § 20 est 
encore applicable ici. Soit ^«(s) un facteur irréductible de V(z) ; 
c'est un polynôme entier par rapport à s, Ui, M2, . . ., Uw, dont les 
coefficients font partie du domaine de rationalité ; il s'annule iden- 
tiquement lorsqu'on remplace z par 

par exemple, lorsqu'on tient compte des relations qui existent entre 
les racines x et les coefficients de Téquation. Si l'on prend sa déri- 
vée par rapport à l'une des indéterminées m, elle s'annulera pour 
z = <j/a, de sorte que les relations 

seront des identités lorsqu'on remplacera z par ^^ et donneront les 
valeurs des n racines iCi, a?2, . . ., ^n en fonction de tj;,. 

On voit de cette façon que la résolution d'une équation de 
degré n dont le groupe est d'ordre r revient à la détermination 
d'une seule racine d'une équation résolvante de degré r. 

47. Le groupe de l'équation générale est le groupe symétrique ; 
en effet, s'il en était autrement, et si le groupe de l'équation 

(3) f{x) = a?" -4- Ciic"-* -f- GiX""-^ + . . . 4- c„ = 

était un groupe particulier G, on pourrait former une fonction o, 
des racines numériquement invariable pour les substitutions de G 
et variable pour toute autre, rationnellement exprimable, et satis- 
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faisant alors à une identité de la forme 

or le second membre, lorsqu'on y remplace les coefficients par 
leurs valeurs en fonction des racines, est symétrique par rapport à 
a?,, a?2, ..., Xn que Ton peut considérer comme variables indépen- 
dantes, tandis que le premier membre ne l'est pas ; il y a donc 
impossibilité que le groupe G soit autre que le groupe symétrique. 
Lorsque le groupe G d'une équation n'est pas le groupe symé- 
trique, cette équation est spéciale ; il existe au moins une fonction 
des racines appartenant au groupe, non identiquement nulle algé- 
briquement, et rationnellement exprimable, de sorte qu'il existe 
entre les racines et les éléments du domaine de rationalité au 
moins une relation de la forme 

?l(^0 ^S^ . . . , Xn) = f{Ky R', R", . . ). 

On peut en former d'autres, en choisissant des fonctions numéri- 
quement invariables pour le groupe G ou pour un groupe conte- 
nant ce dernier, mais toutes ces relations sont caractérisées par le 
groupe de l'équation et sont contenues implicitement dans l'équa- 
tion résolvante de Galois. Prenons en effet une telle équation résol- 
vante, par exemple ^i(z) = ; le premier membre est, comme 
nous l'avons dit, une fonction de mi, W2, ...,Wn identiquement 
nulle lorsqu'on remplace z par 

4^1 = UiXi -h M2a?2 -H ••• + UnXn \ 

si, après cette substitution, on l'ordonne suivant les puissances des 
indéterminées m, les coefficients des différents termes seront nuls. 
Ces coefficients sont du reste des fonctions des racines invariables 
par les substitutions du groupe et, en les annulant, on obtient des 
relations entre les racines et les paramètres R, R', R'', ... du do- 
maine de rationalité. 

On peut dire que toutes les relations ainsi obtenues sont contenues 
dans l'équation unique 

Je vais montrer inversement que toute relation existant entre les 
racines est une conséquence de celles dont nous venons de parler ; 
supposons en effet que l'on connaisse a jmori une relation entre les 
racines et les éléïnents du domaine de rationalité 

/ 1*^1^ X^^ • • î Xji^ Jlv, av, IV,...) — U , 
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le premier membre, qui est numériquement égal k zéro, et par con- 
séquent rationnellement exprimable, appartient au groupe de Téqua- 
tion, d'après le théorème fondamental ; de plus, si Ton remplace 
ari, X2, .. ., a:„ par leurs valeurs en fonction de 4'»» elle se trans- 
forme en une relation 

F(t^,, R, R', ir, . .) = 0. 

Cette équation, ayant une racine commune avec Téqualion irré- 
ductible ^1(2) = 0, a son premier membre divisible par ^i('^i), 
et chaque facteur irréductible de F est identique à ^1 ; par suite F 
est égal à une certaine puissance de ^1, et la relation F(^i) = 
est une conséquence de la relation M^(<l/i) = 0, ainsi que nous 
l'avions annoncé. 

On voit facilement que, dans le cas où le groupe de Téquation est 
le groupe symétrique, les coefficients des différents termes de la 
fonction ^'{uiXi -h u^x^ -t- . . . -f- UnXn) ordonnée suivant les puis- 
sances des indéterminées u sont tous des fonctions symétriques des 
racines, et les relations obtenues dans ce cas sont les relations con- 
nues existant entre les coefficients de l'équation et ces fonctions 
symétriques. 

On voit par suite que si Ton connaît les relations distinctes qui 
existent entre les racines et les éléments du domaine de rationalité, 
on peut trouver le groupe de l'équation en cherchant les substitu- 
tions pour lesquelles ces relations restent numériquement vérifiées. 

Ainsi, par exemple, considérons l'équation bicarrée 

dont les racines sont Xi, X2 = — ari, x^ et x^ = — x^\ je dis 
que le groupe de cette équation est le groupe Gi du § 12 

Gi = [1, (XiOJa), {x^Xi), {XiX2){XsXi), {XiXz){XiXi), {XiX^){X2Xz) , 

(XiXiX2X3) , {XiXzX2X^)] . 

Par la première méthode, je forme la fonction de Galois 

4^4 = UiXi + 1*20:2 H- u^Xs -h u^x^ = (mi — ^2)0:1 -4- (1/3 — Ui)Xz 

et l'équation résolvante de Galois ; le facteur relatif au groupe Gj 
est rationnellement exprimable, car c'est une fonction symétrique 

VOGT. — BÉ3. ALG. 6 
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de xl et xl ; il est du reste facile à calculer, et est égal à 



on vérifie que les substitutions du groupe Gi effectuées sur les w, 
le laissent invariable. Par la seconde méthode, les relations entre 
les racines sont 

a?i 4- X2 = 0, a?3 4- 3^4 = 0, 

et elles restent numériquement invariables pour les substitutions 
de Gi. 

On peut remarquer à ce propos que toute relation entre les racines 
en ehtraîne une autre entre les coefficients Ci, C2, . . ., c^ de Téqua- 
tion mise sous la forme (2), car si une telle relation est par 
exemple ?(iCi, iC2, . . . , Xn) = 0, et si Ton effectue le produit des 
valeurs de ? pour les substitutions qui changent sa forme algé- 
brique, on a une fonction symétrique exprimable au moyen des 
coefficients et égale à zéro. Réciproquement , toute relation 
F(ci, C2, . . ., c„) = est une relation entre les racines en rempla- 
çant les coefficients par leurs expressions en xi, a?2, • . , a?n ; cette 
relation peut se décomposer en plusieurs autres en général. 

Par exemple dans le cas précédent, les coefficients satisfont aux 
conditions Ci = 0, c^ = 0, qui donnent xi 4- 0:2 = — {xz-^-x^) 
et XiX2{xz'hXi)-{-XzX^{Xi-]-X2) = 0, d'où (xiH-X2)(xia!:2 — x^x^) = 0; 
Thypothèse xi -h arj = donne x^ + x^ = ; la seconde , 
XiX2 =^ x^x^^ jointe à Xi + X2=^ — {xz-^x^j, indique que les 
deux premières racines sont égales et de signes contraires aux 
deux autres, c'est-à-dire que a:i H-a?3 = 0, X2~{-x^ = ; on 
obtient toujours le même groupe pour Téquation, au choix près des 
indices. 

48. Nous montrerons plus loin le parti que Galois a tiré de la 
notion de groupe d'une équation spéciale pour l'étude des équations 
résolubles ; nous voulons pour le moment indiquer la propriété 
fondamentale suivante : 

Considérons une équation /"(a?, R, R', R", . . .) = irréductible 
dans le domaine (R, R', R", . . .) et ayant un groupe G. Je dis que 
ce groupe jouit de la propriété qu'il existe au moins une substitu- 
tion remplaçant un élément quelconque x^ par un autre Xk arbi- 
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trairement choisi ; on exprime ce fait en disant que le groupe est 
transitif (*). 

Supposons, en effet, qu'il ne soit pas transitif; il existera alors au 
moins un groupe d'éléments a?i, a?2, . . . , ar» en nombre < n, tel 
que toutes les substitutions de G les laissent invariables, ou les 
permutent entre eux, mais non avec les autres ; s'il en est ainsi, les 
fonctions symétriques de ces « éléments appartiennent au groupe 
G et le produit ^{x) = {x — Xi){x — Xz). . ,{x — a:J est rationnel- 
lement exprimable, par suite f n'est pas irréductible, contraire- 
ment à l'hypothèse. 

Réciproquement, toute équation dont le groupe est transitif est 
irréductible ; supposons qu'elle ne le soit pas, et que 

o[x) = [x — Xi){x — Xi), . .(x — Xa) 

soit un facteur rationnel de /*; aucune substitution du groupe ne 
pourra permuter l'un des éléments [Xi^Xz,..., xj avec un des autres 
tel que x^_^i et le groupe ne sera pas transitif ; si, en effet, Xi 
par exemple est remplacé par x^_^i pour une substitution, cp(a?) ne 
reste pas invariable pour toutes les substitutions de G et n'est pas 
rationnellement exprimable. On peut donc énoncer le résultat 
suivant : 

TflÉORÈME. — Toute équation irréductible a son groupe transitif, et 
réciproquement. 

Ainsi par exemple considérons une équation de degré n telle 
qu'entre ses racines existe l'unique relation xi-hx^ = ; le 
groupe de cette équation est d'ordre 2(n — 2) ! et se compose 
des substitutions 1, {XiXt) combinées avec celles qui portent sur 
X3, X4, ..., Xn ; il n'est pas transitif et l'équation est réductible. On 
pourra calculer 0:10:2 au moyen de la formule de Lagrange en fonc- 
tion de Xi -h xj, car ces deux fonctions ont le même groupe al- 
gébrique, et leurs valeurs algébriquement distinctes sont également 
distinctes en valeur numérique, puisqu'il n'existe aucune autre rela- 
tion particulière entre les racines que celle qui était donnée ; on for- 
mera ainsi en fonction rationnelle des quantités données les coeffi- 
cients de l'équation 

x'^ — {xi 4- Xi)x -+• iCiX2 = 0, 

(*) L'étude des groupes transitifs a fait depuis Cauchy l'objet de nombreuses 
recherches que Ton trouve résumées dans le traité de M. Jordan. 
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ayant pour racines Xi et a?2, et on aura de cette façon décomposé 
l'équation en deux autres de degrés 2 et n — 2. 

49. Nous démontrerons de la même manière la propriété sui- 
vante des équations résolvantes relatives à Téquation générale. 
Étant donnée Téquation générale de degré w, 

f[x) = a:'* -h c^a?'»-* -f- OiX""-^ H \- Cn = 0, 

toute fonction entière ou rationnelle des racines appartenant à un 

groupe d'ordre r a pour toutes les substitutions p = — - valeurs 

algébriquement et numériquement distinctes, racines d'une équation 
de degré p à coefficients fonctions symétriques des racines, par 
suite fonctions rationnelles des coefficients Ci, Cg, ..., c„; je vais 
montrer que cette équation de degré p est irréductible dans le do- 
maine de rationalité (ci, C2, ..., c„). 

De même si une fonction cp^ appartient à un groupe G d'ordre r, 
sous-groupe d'un groupe G' d'ordre mr auquel appartient une fonc- 
tion ij^i, les m valeurs ç>i, «p2, ..-, ?m de ©i pour les substitutions 
de G' sont racines d'une équation de degré m à coefficients ration- 
nels par rapport à Ci, C2, ..., c„, et 4^1 î j<^ dis que cette équation est 
irréductible dans le domaine (ci, C2, ..., c„, ^i). 

Je démontrerai seulement la deuxième de ces propositions, d'où dé- 
coule la première ; on a vu au § 21 que les substitutions du groupe 
G' se partagent en m lignes de la forme 

GSi, GS2, ..., GS^, 

celles de la ligne GS^ transformant cpi en cp». Supposons que l'équa- 
tion de degré m ayant pour racines ©i, ©2,. . ., ?m soit réductible et 
que le premier membre admette un facteur 

(s— ?l)(z — ?2)...(S — ?a) 

à coefficients rationnels en Ci, C2, ..., c« et ^i ; ce facteur ne chan- 
gera pas pour les substitutions du groupe G', quelle que soit la valeur 
attribuée à 2 ; or la substitution Sa+i de ce groupe transforme au 
moins 91 en ^«-1-1 et ne peut laisser invariable, quel que soit z, 
le facteur précédent, puisque les m valeurs de oi sont distinctes; il 
y a donc contradiction, et l'équation est irréductible, comme nous 
voulions le démontrer. 



CHAPITRE VIII 

DES ÉQUATIONS DU DEUXIÈME, DU TROISIÈME 
ET DU QUATRIÈME DEGRÉ. — RECHERCHES DE LAGRANGE 



50. L'équation générale du deuxième degré, 

X- -4- Cix -h Cj = 0, 

a un groupe d'ordre deux, G = [iy {xiT^)], et le groupe alterné 
se réduit à la seule substitution unité ; la fonction de Galois 
UiXi H- U2X2 et les racines elles-mêmes appartiennent au groupe 
alterné, et s'expriment rationnellement au moyen d'une fonction 
alternée quelconque. 

La fonction Xi — xt est une telle fonction dont le carré est 
symétrique, et n'est autre que le discriminant ; on a ainsi : 

Xi — Xi = \/^ = s/c'i — 4Ci, 

Xi -f- Xf =^ — Cl, 

Sar, = — Cl 4- v^cf — 4c2, ^Xo = — Ci — v^cj — 4c2. 

51. L'équation générale du troisième degré, 

a:' -h CiX^ -h dx -h C3 = 0, 

a un groupe symétrique d'ordre six, de sorte que lafonction de Galois 
est racine d'une équation du 6* degré, mais on peut la déterminer au 
moyen d'autres résolvantes. On aura d'abord une fonction alternée 
en résolvant une équation du second degré ; en particulier la fonc- 
tion 

{Xi — Xi){x2 — a?3)(a:3 — x,) 

a deux valeurs égales et de signes contraires, et est égale à la racine 
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carrée du discriminant ; soit 

(a?!— a?2)(a?2— a?3)(a73— a?i) = i/^ = v/ — (4c^H-27c|)-hl8ciC2C3-|-cîc|— 4cîC3 

cette fonction alternée ; toute autre fonction à deux valeurs s'ex- 
prime rationnellement au moyen de la précédente, qui appartient au 
groupe alterné 

[1, [XiXiXz)^ \XiX3X2)\. 

La fonction de Galois Wi^i -+- U2X2 •+■ u^x^ a trois valeurs pour 
les substitutions de ce groupe, et dépend d'une équation du troi- 
sième degré dont les coefficients sont des fonctions k deux valeurs ; 
cette équation sera une équation binôme si Ton prend en particulier 
la fonction 

(1) 4^1 = a?i + ix)X2 H- w^iCa, 

OÙ to est une racine cubique imaginaire de Tunité ; comme on Ta vu 
au § 25, on a, en remplaçant les fonctions symétriques fi, /i, ^ 
par — Cj, C2 et — C3, 

9 27 / 1 \ _ 

(2) 4,3 = _ c? -1- — cicj -c,-3{^o,-[.—y\. 

Si Ton prend pour w la valeur ^ et qu'on adjoigne 

au domaine de rationalité w ou, ce qui revient au même, v^ — 3, 
et de plus ^ a , on a 



(3) ^î = — [_2cf-H9ciC2— 27c3 — 3v/— 3v/Â] = -^ [S,— 3v/— 3a], 

S, étant une fonction symétrique. 

Il suffît d'avoir une seule racine de cette équation, que nous 
représenterons par 

pour avoir les autres et les racines de l'équation ; nous avons vu en 
effet au § 20 que l'on a en fonction de ^i 

Vi - cfyi + c? — 3c2 



(4) X, = 



S^ 



1 



(ii'\>l — oi^cfyi 4- cf — 3c2 ^^^\ — wcit^i -f- c? — 3c2 
X2 = ^-r. ' ^3 — 5—; • 

Quel que soit le signe que Ton prenne devant v^a et la racine 
de réquation binôme donnant ^i que l'on choisisse, on obtient le 
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même résultat pour les trois racines, à Tordre près. En effet, chan- 
ger le signe de /Â revient à effectuer dans la fonction alternée 
(xi — X2){x2 — X2){x3 — Xi) une transposition telle que (a;ia!:2) ; chan- 
ger la racine ^i en tot);i ou w^^l^i revient à effectuer sur la fonction 
<j/t une des substitutions du groupe alterné ; le résultat est donc le 
même que si Ton effectuait sur la suite des trois racines Xi, Xa, Xz 
une substitution quelconque, ce qui revient à changer simplement 
la notation de leurs indices. 

Une autre méthode employée pour trouver les trois racines con- 
siste à calculer une racine de l'équation (2) et une de Téquation ana- 
logue obtenue en changeant le signe de /î, c'est-à-dire en effec- 
tuant la transposition T = (x^x^) ; soient 



^1 = a?! -f- iùX2 -+■ 0)^X3 = Y "â" [^» "" 3v^ — 3a], 



3 / i 

^[ = x, 4- a>a?3 -+- ^^x, =z y _ [S, H- 3v/— 3a] 



ces deux racines ; en y joignant la relation 

— Cl := Xj H- X2 ~+" 3?3, 



on a 

3 /-j 3 

3x 



•i = - c, -^ y/-i- [Si - 3v/=^] + yZ-l- [^* "^ ^^ - ^^^' 



Sx, = — Cl + i^y -i [s, - 3v/=^] -+- toy-i- [s, -J- 3v/=^]. 

3x3 = — Cl + toy/i. [S, - 3v/=^3Â] -h oi^y/i- [Si + 3v/=^] . 

Il faut remarquer que ^i et Yi appartenant au même groupe, le 

groupe réduit à Tunité, s'expriment rationnellement Tun par Tautre ; 

en se servant des formules (4) pour exprimer ^i = a?i h- wXj h- a>^x2, 

on a précisément 

_ CJ-73C2. 

on ne peut donc choisir arbitrairement que Tune des deux racines 
cubiques. 

Los deux méthodes précédentes, qui sont identiques, reviennent 
à la détermination d'une racine de l'équation à laquelle satisfait la 
fonction ^i ; c'est une équation du 6* degré que l'on obtient en 
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partant de l'équation (3), et qui est 

Cette équation du sixième degré est Téquation résolvante de La- 
grange, et elle se résout comme on l'a vu par deux équations 
binômes successives de degrés 2 et 3. 

52. La méthode ordinairement employée pour arriver aux for- 
mules de Cardan revient à la précédente ; en effet, on commence 

par effectuer la transformation a? = — ^H-^, qui ramène 

«5 

Téquation à la forme a/^ H- pa/-f-^ = 0, puis on pose a:' = t/ h- z, 
et Ton détermine ?/ et z par le système 

ys = — Y' y'-hz' = —9. 

qui est équivalent au suivant : 

on a ainsi à résoudre une équation du sixième degré pour détermi- 
ner y ; si ?/i est une racine, et Zi la valeur correspondante de z, les 
six racines sont j/i, wj/,, w^^j^ s,^ wzi, w^z,, et les racines de l'équa- 
tion donnée sont 

Cl 

^i = — j--^yi-^Zi^ 

ara = ^ -h 0)2?/! -f. wzi, 



Cl 



(O 



2^ . 

^-l } 



on tire de là 



3î/i = a?! + 0JX2 -h to2a?3, 

3zi = a?i H- w^xg -h wara, 

de sorte que 3j/i et 3ri ne sont autres que les fonctions ^i et ^l^'i 
qui nous ont servi dans la méthode de Lagrange, et les deux procé- 
dés sont identiques. 

La discussion de Téquation du troisième degré est assez connue 
pour que nous ne la fassions pas ici. 

53. Les équations spéciales irréductibles du troisième degré sont 
caractérisées par un groupe particulier ; le seul groupe transitif au- 
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tre que le groupe symétrique est le groupe alterné 

qui est en même temps le groupe des fonctions cycliques, puisqu'il 
est composé de la substitution circulaire S = [Xii-iX^) et de ses 
puissances (§ 26) ; les seules équations spéciales du troisième degré 
sont donc celles pour lesquelles une fonction à deux valeurs fait 
partie du domaine de rationalité ; comme c'est aussi une fonction 
cyclique, l'équation devient, comme nous le verrons plus tard, une 
équation abélienne, et sa résolution exige seulement l'extraction 
d'une racine cubique et la connaissance des racines cubiques de 
Tunité. La condition nécessaire et suffisante pour qu'une équation 
du troisième degré jouisse de cette propriété est que le discriminant 
soit carré parfait ; en supposant Téquation mise sous la forme 
x^ -\-px-{- q = 0^ il est facile de former toutes les équations abé- 
liennes à coefficients entiers ou fractionnaires; si Ton pose 

A = - {Ap^ -h 27^=^) = rS q =^p, '• = W, 

on a 

27X2 ^ 2 27X2 ^ ^1 27X2 _|_ 2 
p = -^ . ?=:-X ^— , r=.^^ ; 

il suffit de donner à X et fx toutes les valeurs rationnelles possibles 
pour avoir les équations répondant à la question. 

54. L'équation générale du quatrième degré, 

(i ) f{x) = X* H- dX^ -f- C-^- -Î- CzX -f. C4 = 0, 

a pour groupe symétrique G un groupe formé de 24 substitutions 
jouissant de propriétés particulières que nous avons déjà étudiées. 
Les principaux sous-groupes sont : 

io Le groupe alterné G' d'ordre 12, dont nous avons déjà parlé au 
§ 8 et formé des substitutions 

1, {XiXi){XiXi), {XiX-i)[X2XC', [XxX!,)[X2Xz), 

[X^X,X^), {XiX^X^), [X^X^XC), [XiX^X^), 

(arjXaX*), (XiX^x.^), (a^î^TaX*), {x^x^x^), 

2» Les groupes G,, G2, G3 d'ordre 8, auxquels appartiennent les 
trois fonctions conjuguées 

cp, = XiXi-^XzX,,, cpo = Xi-Ta -4- a?2T4, 03 = x^Xi,-\-X2X^ (§ 15), 
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Gi = [I, (xiXi), (araari), {xiXf){x3Xt,), {xiX3){XiXi), {XiX^){x2X2)y 

(j?iar3a?2ar4), {XiX^X2X3)], 
Go = [i, (ariO^a), (0:2X4), {xiX:i){x2Xi), {XiX2){xzXi), (xiX^){x2Xz), 

{XiXiX^X^)^ (a?ia?43?3^2)], 

G3 = [1, (0:10:4), (0:20:3), (o:iO:4)(o:2o:3), (0:10:3) (0:20:4), (o:io:2)(o:3o:4), 

(0:10:30:40:2), (o'iT2o:4o:3)j ; 

ce sont des sous-groupes du groupe symétrique et non du groupe 
alterné. 
3" Le groupe d'ordre 4, 

H = [1, (0:10:2) (0:30:4), (o:iO:3)(o:2.T4), (0:10:4) (0:20:3)!, 

auquel appartiennent la fonction 

wj == a:io:2 -4- 0:30:4 — o:ia!:3 — 0:20:4 = (x^ — o:4)(o:2 — 0:3) = oj — cpj 

(§21) et aussi la fonction 

2i = cpiH-woaH-w^oa = (o:iO:24-o:3.T4)+co(a:ia!:3 4- 0:20:4) -h w^(o:iO'4 +0:20:3), 

où w est une racine cubique de l'unité (§ 25) ; le groupe H est un 
sous-groupe invariant du groupe symétrique et des groupes G', 
Gi, G2, G3, et c'est aussi le groupe commun avec trois groupes 
Gi, G2, G3. 

4" Les groupes ^1, ^2, ^3 d'ordre 4 auxquels appartiennent respec- 
tivement les fonctions 

Xi=o:i-+-o:2— 0:3— 0:4, ^2=0:1+0:3— 0:2— 0:4, X3=o:i+o:4— 0:2— 0:3 (§ 21), 

^1 = [1, (0:10:2), (0:30:4), (o:iO:2)(o:3o:4)], 

02 = [i, (0:10:3), (0:20:4), (.'£:iO:3)(x20:4)], 

^3 = [i, (0:10:4), (0:20:3), (a:io:4)(o:2o:3)] ; 

gi est un sous-groupe invariant de Gi, de même ^2 de G2 et g^ 
de G3. 
5*» Les groupes cycliques d'ordre 4 (§ 26), 

Cl — [1, (0:10:30:20:4), (.Tio:2)(o:3o:4), (0:10:40:30:3)], 

C2 = [1, (0:10:20:30:4), (o:io:3)(o:2o:4), (0:10:40:30:2)], 

C3 = [1, (o:iO:2.r4o:3), (2:io:4)(o:2o:3), (0:10:3X40:2)]; 

au premier appartient la fonction cyclique 

Wi = (0:1 H- 10X3 -J- 0)2X2 -\- (0^0*4)*, 

où to est une racine primitive de w* — 1 = 0, c'est-à-dire 
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OU — i ; par suite à ces trois groupes appartiennent respective- 
ment les fonctions cycliques 

«''i = [{xi — Xi) -4- i(x3 — Xi)]^, iv\ = [{xi — Xi) — 1(0:3 — a?0]*, 

W2 = [{xi — iCa) + i{Xi — X4)]*, M^i = [{x^ — Xg) ■— 1(0:2 - 0:4)]*, 

2^^3 = [(iPi — X,) -+- i/xa — xa)]*, i£;J = [(a?! — x^) — 1(3:2 — X3)]* ; 
Ci, Cî et C3 sont des sous-groupes invariants des groupes Gi, G2, G3. 
6° Les groupes d'ordre 2 (g 8), 

K| = [1, (xiXi){x3X^)], Kj = [1, {XiX^){XfX^)], K3 = [1, (aria:4)(a:2a:3)], 

formés des carrés des substitutions circulaires précédentes, et aux- 
quels appartiennent les fonctions 

[(x,— arj)-i-î*(^3— a:4)]2, [{xi—x-,)'\-i{x^—Xi)]^, [(xi—Xj,)-^i{xi-X2)f ; 

ce sont des sous-groupes invariants de H, ainsi que de Ci, C2, C3 
et 9^1, 9^2, Os- 
II existe d'autres groupes d'ordre 2, 

Tl = [^, {XiXi)], /l = [*i (^3^:4)], Ï2 = [^ (XiXz)], 

auxquels appartiennent des fonctions telles que 

Ui{xi H- Xi) -4- M3X3 + 1/4X4, 

et qui sont respectivement des sous-groupes invariants de g'i, g^ 
et ^3. 

Nous ne considérerons pas les groupes d'ordre 6 auxquels appar- 
tiennent respectivement xi, j*2, 0:3 et 0:4. 

On peut résumer ce qui précède dans le tableau suivant . 



r — 24 


P 


r — 12 


P 


y - 8 


P 



r = 4 



= 1 
— 2 
= 3 



P = 6 




G, G, G, 




9^ 9i 3t Cj C, C, 




r = 2 p = 12 T« T«' T« Ti ï> ï^ K^ K, K 



55. On en déduit différentes méthodes de résolution : 

i© Celle de Lagrange consiste, en partant des fonctions symétri- 
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ques, appartenant au groupe G, à calculer la valeur d'une fonction 
appartenant à Tun des trois groupes Gi, G2, G3, par exemple la 
fonction cp, = xiX2 -f- x^x^. Il faut pour cela calculer Tune des 
racines de Téquation du troisième degré à laquelle satisfont 
?i> ?2, ?3, et qui est (§ 15^ 

(2) *(z) = z^-\- rf,s* H- d^z -+- c?3 = , 

où 

rfi = — C2, ^2 = CiCa — 4C4, rfs = — Cj + 4C2C4 — CÎC4. 

Lorsque Ton connaît cpj, on peut calculer les fonctions apparte- 
nant au groupe ^1, qui est un sous-groupe invariant de Gi, par la ré- 
solution d'une équation du second degré ; en particulier les quatre 
fonctions Xi -4- iC2, iCia:2, x^ -+■ x^ et x^x^ sont dans ce cas ; 
elles appartiennent au groupe gi et s'expriment rationnellement 
en fonction de Tune d'elles. 

Si l'on considère par exemple la fonction ^1 = a?ia?2, elle a, 
pour les substitutions du groupe Gi, les deux valeurs ^ et ^2 = x^x^ 
qui sont racines de Téquation 

t^ — ^it-h C4 = 0; 

lorsqu'on a déterminé une racine de cette équation, et qu'on la 
prend pour valeur de ti = XiX^y on peut exprimer les quatre 
fonctions dont nous venons de parler, car on a déjà, en désignant 
par <2 l'autre racine, 

puis 

ti{X:i H- .T4) -h hiXi -h a?2) = — C3, 

a?3 H- a?4 -4- a?! -h a?2 = — c,, 

d'où 

— C3 -H Citi — C3 -+- Citi 
Xi -H a?2 = — — ^ ^3 H- X4 = — 

12 """ ^1 M '2 

Il ne reste plus qu'à résoudre deux équations du second degré 
ayant pour racines Tune Xi et 0^2, Tautre x^ et 0:4, connaissant respec- 
tivement la somme et le produit de ces quantités ; il suffit naturel- 
lement de calculer Tune des racines de chacune de ces équations, 
puisqu'on connaît déjà Xi -h x^ et x^ -h x^. On a ainsi les quatre 
racines de l'équation (1) en calculant une racine d'une équation du 
troisième degré (2) qui est la résolvante de Lagrange, et une racine 
d<î trois équations du second degré. On s'assure immédiatement 
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qu'un changement dans le choix de la racine que Ton calcule pour 
chacune des équations résolvantes successives revient à une per- 
mutation des indices des quatre racines a?!, a?2, Xz, x^, 

56. 2° Une modification apportée à la méthode de Lagrange con- 
siste à prendre comme fonction du groupe Qi au moyen de laquelle 
on veut calculer les autres 

Xi = Xi-i-Xi — x-i — Xi ; 

pour les substitutions de G, elle a deux valeurs égales et de signes 
contraires, et Ton a (§ 21) 

(3) /î = cî — 4c2-i-4o,. 

On peut donc calculer Xi 4- Xj, XiiCi» x^-hx^^ x^x^ en fonction 
de xu lïiais il est préférable d'opérer de la manière suivante : 

La fonction Xi a six valeurs deux à deux égales et de signes con- 
traires, et est racine d'une équation du sixième degré à coeflîcients 
symétriques ; on l'obtient soit directement, soit par l'élimination 
de ©1 entre (2) et (3], ce qui donne, en posant i\ = Oj, 

(4) *(0)=:e3-t-(8c2— 3c?je2-4-(3cf— 16cîC24-16ciCa-f-iGcl — 64c4)6 

Soient Oj, O2, B3 les trois racines de celte équation ; les équations 

Xi = Xi + Xi — Xa — a?4 = ^61, 

7/2 = Xi'{-X2 — X2 Xi = v^, 

73 = Xi-i- Xi — X2 — X3 = /ôa, 
•X'i -i-Xi-hx-^-^-Xi = — Cl 

— C, + v^i-i-Â+V^a 
x, = , 

X2 = 1 

4 

— C, — ^ H- v/Ô; — v/Ô^a 
X-i = , 

4 

— Cl — v/5"i — v^ë^+v/^ 



donnent 



(o) 



Xi = 



\ 



4 

mais il faut remarquer que, dès que l'on a choisi celle des deux va- 



94 RÉSOLUTION ALGÉBRIQUE DES ÉQUATIONS 

leurs de /Ti que Ton prend pour Xi et celle des deux valeurs de v/Ô2 
que Ton prend pour X21 Xa se trouve par cela même déterminé, et on 
ne peut choisir qu'une seule valeur de ^/^ ; la formule donnant Xi 
ne présente ainsi que quatre déterminations qui sont les valeurs des 
quatre racines. 
Cela tient à ce que le produit XiXîXg est symétrique, et que Ton a 

(6) X1X2X3 = Sa:-; — I,x\x2 + 22x,a?2X3 = — (c? — Ac^Ci -h Sc^). 

On a donc, au fond, à calculer deux racines d'une équation du 
troisième degré, et à prendre deux racines carrées. Remarquons que 
0,, 62, O3 appartiennent respectivement aux groupes Gi, G2, G3 et que 
la connaissance des trois racines de l'équation (4) entraine celle des 
trois racines de l'équation (2), et réciproquement. 

57. 30 La recherche d'une fonction cyclique, appartenant à l'un 
des groupes Ci, G2, G3, dépend d'une équation du sixième degré, 
mais comme ces groupes sont respectivement des sous-groupes 
invariants de Gi, G2, G3, on aura une fonction du groupe Ci en 
extrayant la racine carrée d'une fonction du groupe Gi, et de même 
des autres ; ainsi les fonctions cycliques Wi^ w[ sont telles que 
Wi-\-ufi et {Wi — w'iY appartiennent au groupe Gi et s'expriment 
rationnellement en fonction de ©i. 

On a en effet 

Wi H- w\ = ^[{x, — x^y — 6(a?i — a?2)-(a?3 — x^^f + (3-3 — a?*)'-^] 

= A[{x, — x^f — (a?3 - x,f]^ — 2[(x, — x^Y -H [x, - x,fY 
= 46203 — 2(cî — 2C2 — 2oi)^ 

et, d'après les équations (3) et (4), 6363 s'exprime rationnellement 
au moyen de 61 ou de ©i par la formule 

646263 = {c\ — 4C2 + 4cp,.)6263 = (cî — 4ciC2 h- %c^f ; 

de plus 

\^Xi — ara) H- t(a?3 — a?4)J[(a?i — x^ — i(a?3 — xC)\ == cî — 2c2 — 2^1, 

de sorte que l'on a 

Wxw\ = {cl — 2c2 — 2oi)* 

et Wi^ ainsi que i^i, sont racines de l'équation 

(7) w^ — [46263 — 2(cî — 2c2 — ^iY]w + {cl — 2c2 — 2o,)* = 0. 
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Ayant ainsi Wi par exemple, la fonction 

{Xi — Xf) -+- i{x3 — 0^4) = i/wi 

est une l'onction de Galois au moyen de laquelle s'expriment les 
autres, ainsi que les racines elles-mêmes ; le calcul de ari, arj, x^, x^ 

en fonction de \/ iVi est compliqué ; on peut le remplacer par le 
suivant, dont nous retrouverons la généralisation dans la théorie 
des équations abéliennes : 

Dans la fonction v'm^ = Xi h- ix^ -f- i^x^ + i^x^. remplaçons i par 
t* et i^ ; nous obtenons les nouvelles fonctions 

Xi = ^1 — ara -+- ^2 — ^^4, \/iv\ = Xi — 10:3 4- a?2 + ia?4 ; 

les produits 

{xi — Xa H- 0:2 — Xi){Xi -h iXi — a?2 — ixi,)~^ = A, 

(j?i — 1x3 — Xi-h ixi,){xi 4- ixi — x^ — 2x4)"' = B 

restent invariables pour le groupe Ci et s'expriment rationnellement 
au moyen de Wij, leurs valeurs sont 

(cî-2c2-2cp,r-] 



M^l L 4 X2X3 J 



"^waaa-i 



^ 'M'M cf-2c2-2o, 
u = = . 

Elles sont bien rationnelles par rapport à Wu car Téquation (6) 
donne la valeur de XiXaXs» ^^ nous avons reconnu précédemment 
que Ton a 

(8) yw, *M = cî — 2c2 — 2oi ; 

dès lors les équations 

Xi H~ ixi — Xi — 1X4 = s/lJôi , 

^1 — X3-+-X2 — a?4 = Pi{VwiY, 

Xi — iXi — ^2 4- 1X4 = h[YwiY -> 

Xi H— 3/2 —H X'i H— X^ ^ — Cl 

donnent 

,^, _ -Ci-\'ylwi^.K [\lwiY-^'Q{VWiY 
(U) Xi — 

et des expressions analogues pour les autres racines ; elles sont de 
même forme que celles qu'a données Euler. 
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On a de cette façon à calculer une racine d'une équation du troi- 
sième degré, puis une racine d'une équation du second degré, et à 
extraire une racine quatrième. 

58. 40 En partant des fonctions symétriques appartenant au groupe 
G, on peut calculer une fonction appartenant au groupe alterné G' 
par l'extraction d'une racine carrée, puis une fonction appartenant 
au groupe H par l'extraction d'une racine cubique. Comme nous 
l'avons vu au § 25, la fonction 

Zi = cpi M- wcpa H- w^cpg = {XiX2-\-X:ixC) + w(a7,a?;, -h x^Xs,) -\- (ii\xxX^-\-XiX:i), 

où i> est une racine cubique imaginaire de l'unité, est racine d'une 
équation binôme de degré 3 dont les coefïicients appartiennent au 
groupe alterné. Cette fonction Zi n'est autre que la fonction de 
Galois relative à la résolution de l'équation du troisième degré (2) 
ayant pour racines cpi, cpg, cpg, lorsqu'on emploie la méthode de La- 
grange ; on a, en adjoignant les racines cubiques de Tunité ou 

(10) z\ = i- [— 2rf? -h ^M,d, — 27^3 — 3v/=^v^] , 

où rfi, ^2, di sont les coefficients, et A le discriminant de l'équa- 
tion (2) ; A est identique au discriminant de l'équation du 4*" degré, 
comme nous l'avons déjà vu au § 15. 

Ce discriminant, 

A n^ — Ml — 21dl -H ÏHdididi ■+■ rfjrfi ~ Ad^ds, 

peut être mis sous la forme particulière — (4P^ -i- 27Q^) si l'on 
applique à l'équation (2) la transformation 



di , 
z 



3 

qui fait disparaître le deuxième terme ; on a alors 

ou, en remplaçant rfi, c^, d^ par leurs valeurs, 

/ CW r.r.f . , o C1C2C3 4C2C4 2C-|\« 

A=-4 ( C1C3-4C4- -^ j -27 / -cl+4c,C4-cîC44- -^ - "T 27 ) * 



Les fonctions symétriques 



c? 



P = C1C3 — 4C4 — -^7 
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Q = — c^ + 4C2C4 - Cf C4 H ^ — 

jouent un rôle particulier dans la théorie des invariants des formes 
binaires ; si Ton écrit Téquation (1) sous la forme 

f{x) = ox* H- 4^0:' -h 6cx^ -+- Âdx h- c = 0, 
on a (*) 

A = 4r (S'--27T^), 



a 
oix 



S = ae — 4ôd-hSc\ T = 



abc 
b c d 
c d e 



La recherche de la fonction précédente Si appartenant au groupe H 
est équivalente à la détermination des trois fonctions <?i, 02, ?3, 
et aussi à celle des trois fonctions Oj, 8,, 63 employées dans la 
deuxième méthode ; on peut donc, après avoir calculé Zi, déterminer 
?i» ?2, ?3 comme nous avons déterminé les racines Xi, X2, x^ de 
l'équation du troisième degré au moyen de ^i par les formules (4) 
du § 51, puis en déduire Gi, 62, O3, et enfin Xi^ x^^ Xy, x^. par les for- 
mules (5) du § 56. 

La méthode que nous venons d'indiquer n'est donc pas nouvelle : 
elle consiste simplement dans l'application de la méthode de La- 
grange à la résolution de l'équation du troisième degré (2) (§ 85) ; 
mais, en suivant le tableau des groupes de quatre variables, on voit 
qu'on peut, en partant de Zi, déterminer une fonction de l'un des 
groupes Kl, Kj, K3 par l'extraction d'une racine carrée ; en prenant 

Vi = [{Xi — 0:2) -H i{x3 — Xt,)f, v[ = [(.Ta — 0^4) -+- i{xi — a?2)]* 

on a les deux valeurs conjuguées, pour les substitutions du groupe 
H, d'une fonction appartenant au groupe Ki ; leurs fonctions symé- 
triques sont déterminées par les formules 

(il) Ui-i-u;=4î(a?i—ar2)(a73— 3:4) = 41(02-93) = — :7-^ ♦ 

0(1) Zi 

(12) ^7^ = i[{Xi — ar,)« -t- (Xj — x»)*] = i(c\ — le, — 2<?,) 

On a ainsi l'équation du second degré dont Ui et v\ sont les racines. 
(*) Salmon, Leçons d* Algèbre supérieure, p. 270. 

VOQT. — nés. ALQ. 7 
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Connaissant Vi, une extraction de racine carrée donne la fonction 
de Galois Xi + ix^ — 0^2 — ix.^ au moyen de laquelle on peut calcu- 
ler les racines, ou bien encore, on peut poser 

{xi — X2) -h i(x3 — x^) = s/vT, 
i(Xi — Xi) H- (a?3 — x^) = }/v\ y 

où les signes sont déterminés en fonction l'un de l'autre par la 
relation (12) ; de plus Xi -+- x^ — x^ — aî4 = Xi est une fonction du 
groupe Qi dont K, est un sous-groupe, et s'exprime rationnelle- 
ment au moyen de v^ ; on aura sa valeur en se reportant à la manière 
dont A = yjVT^ a été déterminé dans le § précédent ; 61 et oj 
s'expriment au moyen de 21, et w^ est égal à v\^ de sorte que l'on ob- 
tient la valeur de yi en fonction de Vi et de Zi. En joignant aux for- 
mules précédentes la relation a^i -h a?2 -+- a?3 4- a?4 = — Ci, on a 

4a?i = — Ct -H Xi -H V^i — iv/vî, 
, . , 4x2 = — Ci4-Xi — V^^T-HîM, 

4^3 = — Cl -— Xi — *v^ -*- ^^ii 
4^4 = — Cl — Xi -H *V^ — ■ V^'- 

Nous mentionnerons encore la manière d'arriver à la fonction de 
Galois a?i — a?î -f- ixz — ixi, par la suite des groupes G, Gi, g^i, Ki ; la 
fonction Vi est déterminée au moyen de xi appartenant au groupe ^1 
par l'extraction d'une racine carrée ; en posant 

Uj = (a?! — ^2 -H iX'i — ixs)-^ v\ = (a?i — x^ — 1x3 -h 1x4)^, 

on a 

(14) v,^v\ = 2^^i-X2)2-2(x3-^4)^ = 2x2X3 = ""^^"'"^^'^''"^^'^^ ' 

Xi 

(15) ^JVJ7, = [xs^Xif^[x,--xCf= cî-2c2-2cpi= |(3c?-8c2-x?), 

d'après les formules (6) et (3) ; on a ainsi Ui en fonction de xi \ 
on en déduit les racines x par la formule 

(16) 4x, = — Cl -I- xi -^ v/ûr-+- v^i 

et d'autres analogues qui se déduisent de (13) en remplaçant v/^ 
par i/ûî- 

Enfin, on peut calculer la fonction de Galois par la suite des 
groupes G, Gi, g^i, Yi> en résolvant deux équations du second degré 
après avoir déterminé xi- 
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59. La méthode de Ferrari consiste à décomposer le premier 
membre de Téquation du quatrième degré en un produit de deux 
facteurs du second degré ; je vais montrer qu'elle revient à la mé- 
thode de Lagrange. 

Supposons que Ton ait effectué une décomposition de f[x) sous la 
forme 

(i) f[x) = x*-i-Cia?3-hC2x2H-C3a?-i-C4 = (a;2H-aa?-i-P)(a?2+a'ar-hp'). 

On peut remplacer le produit des deux trinômes par une diflërence 
de deux carrés, 



( 



,. + • +i . H- ^-ii'V- i"-=i' X + ^ - f" 



2 2 / \ 2 2 

comme a4-a'=:ci, le premier terme peut s'écrire, en posant 

Comme on a d'autre part identiquement 
(2) /•^x)=(x' + -^x4-^)' 

-[^4-'-)"-(^-'>>-{x-")]' 

il faut que X satisfasse à la condition que le dernier trinôme soit 
carré parfait, et cette condition, qui est nécessaire, est aussi suffi- 
sante, de sorte qu'à chaque décomposition de f{x) sous la forme (1) 
correspond une décomposition analogue sous la forme (2), où le se- 
cond trinôme est carré parfait, et réciproquement. 

Or, a priori, on peut mettre le polynôme f{x) de trois manières 
et trois seulement sous la forme (1), en désignant par a?i, Xj, Xg, x^ 
les racines de l'équation ; ce sont 

f[x) = [x* — [xi -h X2)x -\- a?iarj][a?2 — [x-^ + Xi,)x -h 0^3X4], 
f[x) = [x^ — [Xi H- X2)x 4- XiX:i}[x^ — (^2 H- Xi,)x H- X2Xi,], 
f[x) = [x^ — (xi H- Xi)x-\-XiX^][x^ — (a?2 -H Xs)x 4- X2X3] ; 

il existe donc trois valeurs de X satisfaisant aux conditions impo- 
sées, correspondantes à ces trois manières; comme X = p -f- p', et 
que p et p' sont les termes constants des deux trinômes dans les- 
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quels f{x) est décomposé, on voit que les trois valeurs de X sont 
égales à 

Xi = XiX2 -h 0:3X4, ^2 = ariJ?3 -h a?2T4, X3 = XiXi, + arjo^a ; 

ce sont les trois racines Oj, <p2i ?3 de l'équation résolvante de La- 
grange ; on le vérifie du reste en formant Tëquation à laquelle sa- 
tisfait X : 

(3) <ï>(X) = 4^X-f- l—c^) (^ ~ C4) - (^-f - C3) = 0; 

elle est identique à l'équation (2) (§55) ayant pour racines ©i, ^2, «?3. 
Lorsqu'on a déterminé une racine \ de cette équation, et qu'on 
lui attribue la valeur XiX^ -h 0:3X4, la décomposition effective en un 
produit de deux trinômes de f{x) qui, sous la forme (2), est une 
différence de deux carrés, donne précisément 

f[x) = [x^ — [Xi + x^)x H- XiX2][x^ — (a?3 -f- x^)x •+■ x^x^] ; 

il en résulte que les coefficients des deux trinômes obtenus, qui 
contiennent la racine carrée d'une fonction entière de Xi, sont les 
valeurs des quatre quantités a?i-i-X2, .Tia?2, a-3-l-a?4, 0:3X4. On 
est donc amené, par la méthode actuelle, à déterminer en fonction 
de Xi les quatre fonctions précédentes des racines, puis à résoudre 
deux équations du second degré ; c'est ce que l'on fait précisément 
dans la méthode de Lagrange. 

C? /a — a'\2 

On peut ajouter que ^+ -7 — ^2 est égal à ( — ^— 1 ; comme 

a et a! sont égaux respectivement aux sommes de deux racines, les 
trois valeurs que prend cette quantité sont 
111 

--(Xl-hXî — X3— -X4)^ — (Xi-f-X3 Xi—Xt,Y, -- (Xl -f- X4 — X2 — X3)S 

4 4 4 

1 1 i 

c'est-à-dire —r^iy ~r ^2, -7-^3. Nous vérifions de celte façon que 

4 4 4 

X ou cp et sont liés l'un à l'autre par la relation 

= cf — 4c2 -f- 4o. 

60. Nous allons appliquer l'étude de la nature des racines de l'é- 
quation résolvante *(X) = à la discussion de l'équation du qua- 
trième degré ; nous nous placerons dans le cas où les coefficients de 
celle-ci sont réels, et nous chercherons la réalité et Tordre de mul- 
tiplicité des racines xi, Xj, X3, X4. 
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D'après la remarque déjà faite que le discriminant de *(X) est le 
même que celui de /*(x), la condition nécessaire et suffisante pour 
que les racines x soient distinctes est qu'il en soit de même de 

Aj, Aj, A3. 

En étudiant les différents cas qui peuvent se présenter pour les 
racines x, on arrive à des conclusions différentes relativement aux 

racines X et au signe de ^-\--t — ^2, de sorte que les réciproques 

4 

sont exactes, et qu'on peut énoncer les résultats suivants : 

I. Xi, Xa, X3 distincts : les racines a?i, a?2, x^^ x^ le sont également. 
1® Xi, Xj, X3 réels et > Cj 7-: les quatre racines x sont 

réelles. 

c\ 
2* X,, Xg, X3 réels; un au moins < C2 7- : les quatre racines 

4 

sont imaginaires. 

3® X, réel, X2, X3 imaginaires : deux racines sont réelles et deux 
imaginaires. 

II. X2 = X3 :;£ Xi : l'équation a au moins une racine double ari = ar2. 

V X, > C2 ^ : trois racines réelles et distinctes, dont une 

4 

double. 
2® X2 << C2 ~ : une racine double réelle et deux imaginaires. 

4 

3° X2 = C2 ^ 1 ^i > cj — -f : deux racines doubles réelles 

4 4 

X\ ^^ 3?2 , X^ S^ X^ m 

40 x, = C2 ~ 1 X, < ^2 : deux racines doubles imagi- 

4 4 

naires. 

III. Xj = X, =: X3 : l'équation a au moins une racine triple. 

c\ 
1° > 1 ^f: C2 : une racine triple et une simple. 

4 



c 



2° Xi = C2 f : une racine quadruple. 

Il serait facile d'exprimer les conditions précédentes au moyen 
des coefficients de f{x) ; j'indiquerai simplement que la condition 
nécessaire et suffisante pour que l'équation ait une racine double 
est exprimée par l'égalité a = — (4?^ 4- 27Q2) = 0, où P et Q 
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ont les valeurs données au § 58, et que les conditions nécessaires et 
suffisantes pour qu'elle ait une racine triple sont exprimées par 
P = et Q = ou bien par S = 0, T = 0. 

On obtiendrait des résultats analogues en discutant l'équation ré- 
solvante ayant pour racines 6^, %, 63 ; on peut ajouter que parmi les 
trois décompositions de f{x) en trinômes du second degré, il en 
existe toujours au moins une h coefficients réels. 

61. Les équations spéciales du quatrième degré irréductibles sont 
caractérisées par un groupe particulier satisfaisant à la condition 
d'être transitif; les groupes transitifs à quatre variables sont les 
suivants, après le groupe symétrique : 1^ le groupe alterné G'; 
2® Tun des groupes d'ordre 8 : Gi, G2, G3 ; 3^ le sous-groupe inva- 
riant H; 4^ Tun des groupes cycliques : Ci, C2, C3. 

Les équations ayant pour groupe G' sont caractérisées par ce fait 
que le discriminant est carré parfait dans le domaine de rationalité ; 
alors les fonctions çi, ^2, 03 et Zi s'obtiennent par l'extraction d'une 
racine cubique après adjonction de la racine de l'unité oi. 

Celles qui ont pour groupe Gi^ G2 ou G3 sont telles que l'équation 
résolvante de Lagrange , ou bien l'équation *(6) = aient une 
racine rationnelle ; les méthodes que nous avons données s'appli- 
quent à leur résolution et les racines s'obtiennent par l'extraction 
de trois racines carrées ; les équations bicarrées et les équations ré- 
ciproques appartiennent à cette classe. 

Celles qui ont pour groupe H sont telles que les trois racines de 
l'équation résolvante de Lagrange s'expriment rationnellement dans 
le domaine; les formules (il), (12) et (13) indiquent comment on les 
résout par deux extractions de racine carrée. Enfin celles qui ont 
pour groupe l'un des groupes cycliques Ci, C2, C3 sont des équations 
abéliennes ; les formules (9) montrent que leurs racines s'expriment 
au moyen d'une seule racine quatrième portant sur une quantité 
connue. 

62. Nous venons de voir que l'on peut résoudre les équations du 
deuxième, du troisième et du quatrième degré en cherchant une 
fonction de Galois de la forme 

•4 

ij^j = a?i + 0)072 -\- Oy^X-i -h • • • H- tii^~^Xn^ 

OÙ oi est une racine primitive de a?" — 1=0 que l'on adjoint, 
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dans le courant du calcul, au domaine de rationalité. Lagrange, dans 
son mémoire dont nous avons déjà parlé, a cherché à généraliser 
cette méthode pour une équation de degré quelconque supposée gé- 
nérale ; il n'est pas parvenu à résoudre les équations de degré supé- 
rieur à quatre, et nous verrons que c'est impossible, mais ses re- 
cherches sont importantes pour la résolution de certaines équations 
spéciales, et nous allons les résumer. 

Supposons d'abord que le degré n de l'équation soit premier; 
d'après ce que nous avons vu au chapitre V, la fonction 

7Vi = ij/J» = (a?i H- (ùX2 -+• 0)^X3+ . . . + to'*-*^»)" 

est une fonction cyclique admettant (n — 1)! valeurs pour toutes 
les substitutions ; mais, parmi ces valeurs, il en existe n — i par- 
ticulières appartenant au même groupe que Wi ; ce sont les fonc- 
tions Wij Wi^ ..., Wn-i obtenues en remplaçant dans la précédente w 
par chacune des racines de l'équation binôme x^ — i =0 autres 
que l'unité, racines que nous avons désignées par 

ces fonctions Wi, Wi^ ..., Wn-u qui s'expriment rationnellement au 
moyen de l'une d'entre elles, sont elles-mêmes telles que la fonction 
cyclique 

où a est racine primitive de a?"~* — 1 = 0, appartienne au groupe 
métacy clique que nous avons désigné par 

M = i, ».+H ,„„d.») (;j;,';'ï;.;:7_\)- 

La fonction \l est racine d'une équation de degré (n — 2) f à coef- 
ficients symétriques ; si Ton connaît une racine de cette équation, on 
peut calculer ari, a?2, ..., Xn par de simples extractions de racines, 
après adjonction des racines de l'unité w et a, comme nous allons 
le montrer. 

On peut d'abord supposer les indices des racines x choisis de façon 
que la quantité connue soit la fonction fx précédente ; en prenant 
une racine d'indice n — 1, on a la fonction 

elle appartient au groupe de Wi ; c'est de plus, par rapport aux élé- 
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menls Wi, Wz, ..., t^n-i, une fonclion de Galois, et Ton peut cal- 
culer ces éléments d'une manière rationnelle au moyen de y ^^ ^^s 
fonctions symétriques des n — i quantités w. Ces dernières 
fonctions symétriques, restant invariables par les substitutions du 
groupe M, s'expriment rationnellement en fonction de fx et des 
coefTicients de l'équation donnée ; par suite Wx^ w^, . . . , Wn-\ peu- 
vent être calculés rationnellement au moyen de \l et de 7. 

Ayant ainsi w^ une extraction de racine n^ donne la fonction de 
Galois 

au moyen de laquelle s'expriment les racines x elles-mêmes ; il 
est plus simple de prendre à la fois les n — 1 fonctions cycliques 
Wu w^î, ...^Wn-i ; en désignant par Wi, tog, ..., a)„_t les racines 
de l'unité qui y entrent respectivement, on a 

Xi -h o>ia?2 H h w,"-^ar„ = V^ï^, 



a?i-f-a?2H ha^n = — Ci, 

d'où l'on tire 

nXi = — Cl -I- Vt^TV yw^ H Vwwî, 

Ainsi donc, on résout l'équation de degré n, n étant premier : 
1° en calculant une racine d'une équation de degré (n — 2) 1 ; 
2° en extrayant une racine d'indice n — 1 et une autre d'indice n. 
L'équation résolvante de degré (n — 2) ! ayant pour racines les 
fonctions métacycliques conjuguées est, pour n >> 5, d'un degré 
supérieur à n, et la difficulté du problème n'est que reculée ; ce- 
pendant si une équation spéciale est telle qu'une fonction métacy- 
clique soit connue et fasse partie du domaine de rationalité, cette 
équation est résoluble par radicaux ; nous démontrerons plus loin 
la réciproque de cette proposition fondamentale, 

63. Considérons maintenant le cas où le degré de l'équation est 
un nombre composé ; soit n = pq^ où p est un nombre pre- 
mier ; nous allons ramener la résolution de l'équation donnée k 
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celle de p équations de degré q ; partageons pour cela les n ra- 
cines a?i, x^y ..., Xn en ;; séries, et formons les sommes 

Xi = ar, H- Xp^i H- x^^^^x \'X^q_x)p-\-u 

Xa = X2 4- ar^,_^-2 -4- • •• + a7(ç_i);>_^.î, 



^p = a?^, -H a:^^ + • • • 4- ar 



ï/j 



des racines de chacune d'elles; si elles sont connues, on peut calcu- 
ler toutes les fonctions symétriques des racines de chaque série, car 
elles appartiennent au même groupe de substitutions que la somme X 
correspondante, et s'expriment rationnellement au moyen de cette 
somme et des coefficients de l'équation. 

La connaissance des fonctions Xi, Xj, ...,X;, entraîne ainsi 
celle des coefficients des p équations dans lesquelles se décompose 
Téquation donnée. 

Pour déterminer les quantités X, nous formerons l'équation de 
degré p dont elles sont les racines, 

F(X) = X'' -h C,X^* H- €2X^2 _|. ... _|.c^ ^ 0. 

Les coefficients appartiennent tous à un même groupe de substitu- 
tions des variables a:, celui que l'on obtient en permutant dans 
chaque série les éléments x de toutes les manières possibles, et en 
permutant les séries entre elles ; il a pour ordre [q \Yp !, de sorte 
que Cl, C2, ..., C;; s'expriment rationnellement au moyen d'une 

seule fonction y appartenant au groupe précédent, et racine d'une 

n ! 
équation de degré — rr~7 — 

Quant aux racines de l'équation F(X) = 0, on les obtiendra, 
puisque p est premier, en appliquant la méthode précédemment 
décrite, c'est-à-dire en résolvant une équation de degré (p — 2) ! 
et extrayant des racines d'indices p — 1 et ;;. 

On a donc, en posant n = pq^ où p est premier : 1" à calculer 

n! 
une racine ?/ d'une équation de degré ., '., à coefficients connus: 

p\{q\y 

2° à calculer une racine d'une équation de degré (p — 2) ! dont 
les coefficients sont des fonctions rationnelles de la racine y cal- 
culée ; 3° à extraire une racine d'indice p — i et une autre d'in- 
dice p ; 4** à résoudre p équations de degré q. Si q est un nombre 
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composé, on pourra répéter ce qui précède pour ces nouvelles 
équations. 

Ainsi, par exemple, pour n = A, p = q =% la méthode 
précédente conduit à poser Xi = a?i -f- 0:3, X2 = a?2 H- a?4 ; les coef- 
ficients de Téquation F(X) = dépendent d'une racine d une 
équation du troisième degré qui est précisément Téquation résol- 
vante de Lagrange ; on a alors Xi et X2 en extrayant la racine 
carrée d'une fonction rationnelle par rapport à <pi, et il reste à ré- 
soudre deux équations du second degré. 

n ! 
Pour n > 4, l'équation résolvante de degré — ., ' est d'un 

p\[q\Y 

degré supérieur à n ; il n'y a que pour des équations spéciales que 
les recherches précédentes conduisent à la résolution d'une équation 
de degré > 4. 



CHAPITRE IX 



DE LA RÉSOLUTION ALGËBRIQUE DES ÉQUATIONS {*) 



64. Soit une équation de degré n, 

(1) f{x, R', R\ . . . ) = a:» -i- c,x^-' -+- c^x^-^ H h c„ = 0; 

nous supposons que les coefficients font partie du domaine de ratio- 
nalité (R', R", ...), défini par des paramètres arbitraires et indépen- 
dants R', R'', ... comme nous Tavons expliqué au chapitre VI, 
et que le polynôme f{x) est irréductible dans ce domaine ; nous di- 
rons que Téquation est résoluble algébriquement si Ton peut y 
satisfaire identiquement en substituant à x une expression formée 
au moyen des éléments du domaine et des signes des opérations 
suivantes de Talgèbre : addition, soustraction, multiplication, divi- 
sion, élévation à une puissance d'exposant entier, extraction de ra- 
cine d'indice entier, en nombre limité ; nous dirons aussi que 
l'équation est résoluble par radicaux. 

Comme l'extraction d'une racine d'indice pq se ramène à deux 
extractions successives de racines d'indices p et qr, on peut tou- 
jours supposer que les radicaux qui entrent dans l'expression de la 
racine sont d'indice premier ; c'est ce que nous ferons désormais. 

Avant de chercher si une équation est résoluble algébriquement, 
il est nécessaire d'étudier la formation des expressions algébriques. 
La suite des calculs à effectuer pour arriver à une telle expression 
peut toujours se ramener à la série suivante d'opérations : 



(*) Ce chapitre est extrait, en grande partie, de Touvrage déjà cité de M. Netto, 
Suhstitutionentheorie^ chap. 13, p. 235. 
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1* Calcul d'une fonction rationnelle des éléments du domaine 

FvvR , R , . . .). 

2° Calcul d'une racine V^ d'indice premier p^ de cette fonction 
rationnelle ; nous supposons que F^ n'est pas la puissance exacte 
d'ordre p^ d'une fonction du domaine donné, car sinon on pren- 
drait cette fonction comme valeur de Vv, qui ferait ainsi partie du 
domaine primitif ; V^ est par suite une quantité nouvelle définie 

par l'équation 

V^ = Fv(R', R\...). 

3" Adjonction de Vv au domaine, formation d'une fonction ra- 
tionnelle Fv_i(Vv, R', R", ...) du domaine ainsi étendu, et ex- 
traction d'une racine Vv_i d'indice premier jo^-i de cette fonction ; 
Fv_i peut ne pas contenir Vv, mais n'est pas une puissance exacte 
d'ordre pv-i d'une fonction du nouveau domaine (V^, R', R", . . .), 
car sinon Vv_i en ferait partie ; c'est donc une nouvelle quantité 
définie par 

4° Adjonction de Vv_i au domaine déjà formé, formation d'une 
fonction rationnelle du nouveau domaine Fv_2(Vv_i, Vv, R', R", ...) 
contenant ou non Vv_i et Vv, et ainsi de suite. 

On peut donc représenter la formation d'une fonction algébrique 

a?i telle que celle dont nous avons parlé par la chaîne suivante 

d'équations : 

Vjv = Fv(R', R"...), 

(2) Vr-ï^ = Fv_.(Vv_i, Vv, R', R", ...), 



VM =Fi(V2, V3,...Vv, R',R", ...), 
X, = Fo(Vi, V,,... Vv, R^R^...), 

où les fonctions F sont rationnelles et les nombres p premiers 
absolus. 

65. Nous allons montrer comment on peut simplifier la forme des 
fonctions F, mais nous commencerons par démontrer un théorème 
fondamental dont nous ferons souvent application. 

Théorème. — Si les équations 

(3) f\xJ^-' + f^xP-^ 4- . . . -H /; = 0, 

(4) x^ — F = 
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OÙ p est premier, sont satisfaites simultanément, ou bien 

/ 1 = /2 == • • • =^ fp ^= ^1 

ou bien Vune des racines de V équation (4) s'exprime rationnellement 
au moyen de fi, f^, . . , fj, et F (*). 

En effet, supposons que les coefficients de Téquation (3) ne soient 
pas tous nuls ; les équations (3) et (4) devant être satisfaites simul- 
tanément, les premiers membres doivent avoir un plus grand 
commun diviseur 

dont les coefficients s'expriment rationnellement au moyen de 
F, A, /î, . . ., fp\ s'il est du premier degré, il donne, égalé à zéro, 
une racine de l'équation (4) exprimée rationnellement; s'il n'est pas 
du premier degré, et si Xi est une des racines communes, les 
autres seront de la forme Xiw*, Xiai^, . . . , où w est une racine 
p^ de l'unité, et l'on aura en effectuant leur produit 

dz ç>^. = x{ w*-+-î'-+- • • • = x'iuy^; 

mais on peut trouver deux nombres w et u tels que ku -j- pu = 1 ; 
alors, en élevant les deux membres extrêmes à la puissance w, on a 

d= ©ï = x\-i"'ui''" = ariw''''F-'", 
d'où 

a?ito'^" = =t oïF% 

et le premier membre, qui est une racine particulière de l'équation 
(41 s'exprime rationnellement au moyen de F, /\, /*2, . . ., fp. Le 
théorème se trouve ainsi démontré. 

66. Cela posé, je vais montrer qu'on peut mettre les fonctions F 
de la chaîne d'équations (2) sous forme d'une fonction entière par 
rapport aux éléments V, avec des coefficients rationnels par rap- 
port à R', R", . . . Supposons par exemple que F^-i ne soit pas 
une fonction entière par rapport à V^, V^^.!, . . ., V^ ; on peut 
d'abord la mettre sous forme du quotient de deux polynômes entiers 

et écrire 

p ^ Go4-GiVa-f---- 

Ho -h HiVa+ ••• 



(*) Abel (Œuvres complètes, t. II, p. 196) a énoncé le premier ce théorème; c'est 
Kronecker [Monatsherichtef 1879, p. 206) qui lui a donné sa signiiScation précise. 
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OÙ Go, Gi, . .., Hq, h,, . .. sont entiers par rapport à Va+i, ..., Vv, 
puis ramener le numérateur et le dénominateur à ne contenir que 
les puissances de V^ au plus égales à jo» — i d'après l'équation 

(5) V^ = F,(V,+,,...,V„R', R^...). 

Si Va entre encore au dénominateur de Fa_i, désignons par 
Vi, VJ, ... les autres racines de l'équation précédente; elles satisfont 
à l'équation 

(^) Y ^ = ^''*" ' "^ VaX^a-2 H h V^-' = 0. 

A. \ 2. 

Le produit 

n = (Ho-l-HiVi-h...)(Ho-l-H,Vi + ...)--- 

n'est pas nul, car si l'un des facteurs l'était, une des racines 
V'a, V"a, . . . satisferait simultanément à l'équation (5) et à une 
équation de degré p» •— 1 au plus dont les coefficients Hq, Hj, . . . 
ne sont pas tous nuls ; d'après le théorème précédent, une des 
racines de l'équation (6) serait rationnellement exprimable au moyen 
de Va_^_i, Va_^.2, . . ., Vv, R', R", ... et F» serait une puissance 
Pa^ exacte, contrairement à l'hypothèse. 

Multiplions alors les deux termes de Fa_i par le produit n ; le 
dénominateur est symétrique par rapport aux racines de l'équation 
(5) et s'exprime rationnellement au moyen de Va-^-i, ...,Vv; le 
numérateur est le produit d'un polynôme entier par rapport à Va 
et d'une fonction n symétrique entière par rapport aux racines de 
l'équation (6) et s'exprimant par conséquent d'une manière entière 
par rapport à V». On obtient ainsi comme expression de Fa_i un 
polynôme entier par rapport à V^ ; si les coefficients sont fraction- 
naires par rapport à Va_^i, on opérera de la même manière par rap- 
port à cette quantité, et ainsi de suite, de sorte que Fa_i sera une 
fonction entière des éléments V», Va^-i, ..., V^ avec des coeffi- 
cients rationnels dans le domaine primitif. 

Le calcul étant ainsi effectué de proche en proche à partir de F^, 
oii peut supposer de plus que chaque élément tel que V» entre à 
uùe puissance au plus égale à ^a — i, car sinon on utiliserait 
l'équation VJ^ = F^ pour exprimer les puissances supérieures 
de Va ; par ce calcul les fonctions F ne cessent pas d'être entières 
par rapport aux éléments qu'elles renferment. On peut donc écrire 

Fa_i = Jo + JiVa + J2VI+.- 4- J^^_lVîa-l, 

OÙ les J sont des fonctions entières de Va_f-i, Va4-2, . . ., V^. 
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67. On peut aller plus loin dans cette réduction dans le cas où 
V» entre effectivement dans l'expression précédente, et faire en 
sorte que le coefficient du terme du premier degré Ji soit égal à 
l'unité. 

Soit Jfc un des coefficients Ji, J2, ..., J;,^_i qui ne soit pas 

nul ; posons 

(7) JAVi = W,; 

il existe deux nombres w et u dont le premier n'est pas nul, tels 

que 

ku-{-p^v = 1 ; 

alors, en élevant à la puissance u les deux membres de l'équa- 
tion (7), on obtient 

d'où l'on tire 

(8) V, = w;fï v; 

les équations (7) et (8) montrent que V» et W, s'expriment ration- 
nellement l'un par l'autre et par les éléments suivants : 

V . V 

' a-f-l7 ' Ji-l-21 • • • î 

de sorte que les deux domaines de rationalité 

sont équivalents ; d'autre part il n'existe aucune puissance de W^ 
inférieure à p,. qui s'exprime rationnellement dans le domaine 
(Va_^.i, ..., Vv, . . .)i car si l'on avait par exemple 

pour q inférieur à ;?», on aurait, en partant de l'équation (7), 

et comme le produit des deux nombres A; et g' n'est pas divisible 
par le nombre premier p^, on en conclurait qu'une puissance de V» 
inférieure à p^ serait rationnellement exprimable, ce qui est impos- 
sible. Par contre, en élevant W^ à la puissance p^,, on a 

W> = Ji'-FÎ = *.(V,+n . . . , V,, R', R'^ . . .); 

on déduit de ce qui précède que W», comme V», est fourni par une 
équation binôme de degré p^ dans le domaine (VaH_i, ...), et 
qu'on peut les remplacer l'un par l'autre dans la chaîne d'équa- 
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tions (2) ; dès lors on peut introduire dans Fa_i et dans les fonctions 
suivantes Fa_2, . • . Fi, W» à la place de V». Dans F^-i on rem- 
placera, en se servant de l'équation (8), J/^VJ par hiKK'^y^t^ î 
cette fonction est de la forme L^^'Wî', en désignant par h' le 
nombre compris entre i et j^)» qui diffère de uh d'un multiple de p», 
et par Lh' une fonction rationnelle de Va_^i, Va+a, . . . , Vv qu'on 
peut ramener à une fonction entière par rapport à ces quantités. 
En remarquant que les nombres 

uh {h = i,% . , . , p^ — 4) 

ont pour restes positifs {mod, p) des nombres distincts de la suite 
1, 2, ...,7Ja — 1 et que k est la seule valeur de h donnant pour 
reste 1, on voit que Ton a 



— 1 



où Jo, L2, ..., L^,j_i peuvent être supposés entiers par rapport à Va+i, 
Va_|_2, . . . , Vv Nous conserverons la forme d'équation 

en remplaçant W^ par la lettre V», et nous supposerons désormais 
que la réduction précédente ait été effectuée pour toutes les fonc- 
tions V ; nous aurons en particulier 

• X, = Go + Vi4- G2V? -H ••• -f- G,.^_,Vf -^ 

68. Nous allons appliquer ce qui précède à l'expression algé- 
brique qui satisfait identiquement à une équation résoluble. Suppo- 
sons qu'elle soit fournie par la chaîne d'équations (2), où les fonc- 
tions F ont la forme que nous venons d'indiquer ; formons les 
différentes puissances de Xi en ayant soin de réduire les exposants 
de Vi, V2, ... à être inférieurs respectivement à p^^pi^,,, au 
moyen des équations de la chaîne, et substituons-les dans le poly- 
nôme f[x) ; nous aurons le résultat 

(9) A^i) = Ho 4- HiVi H- H2VÎ + • • • + H^,_j V,'^i-S 

où Ho, Hj, ..., H;,j_i sont des fonctions entières de V2, V3, ..., V^; 
il doit être identiquement nul. 

D'après les hypothèses faites sur les fonctions F, cela ne peut 
avoir lieu que si l'on a H^ = Hi = . . . = H^,^_i = 0, car sinon 
l'équation obtenue en annulant le polynôme précédent entier en 

Vi et l'équation 

V^ = F,(V2, V3,...,V„R', R",...) 
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seraient satisfaites simultanément, et, d'après le théorème prélimi- 
naire, Fi serait la puissance pi^ exacte d'une fonction du domaine 
(Vi, Va, ...), ce qui est contraire à Thypothèse. 

De la même manière, chaque fonction H mise sous forme d*un 
polynôme entier par rapport à Vj, avec des coefficients entiers par 
rapport à V3, V4, ..., tel que 

H, = Ko 4- K,V, -H K2VJ + • • -f- K,^_,V,''2-', 

doit avoir ses coefRcients K^, Ki, ..., K;,^_i nuls pour une raison 
analogue, et ainsi de suite. 

S'il arrive, dans quelques cas particuliers, que certains des poly- 
nômes successifs, ordonnés suivant l'élément V de moindre indice 
qu'ils renferment, n'aient pas tous leurs coefficients nuls, c'est une 
preuve que Ton a négligé de s'assurer que chaque fonction F n'est 
pas une puissance exacte, et qu'il est possible de réduire le nombre 
des éléments V. 

Comme exemple d'une telle réduction, considérons l'équation du 
troisième degré ar' h- j[9j? -H g = 0, et l'expression algébrique 
d'une racine Xi donnée par la formule de Cardan 

elle est fournie par la chaîne d'équations : 

«=(ir-(f)' 

Vi=--|--HV„ 
X^ = Vi -H Va. 

En substituant Xi dans le premier membre de l'équation, on a 

(Vt -H Va)' +;5(V, 4- Va) -t- 7 = — ^ + SVjVa 4- 3ViV5 +pSi 

-h/^Va + g = 0; 

les coefficients de Vf, Vi, et le terme indépendant ne sont pas iden- 
tiquement nuls ; ceci nous prouve que les fonctions V ne sont pas 
réduites au nombre minimum, et que Vi fait partie du domaine 
(^21 ^3' Pi î) *» ^^ obtiendra son expression, d'après la démonstra- 

VOGT. — BÉS. ALG. 8 
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tien du théorème fondamental, en cherchant le plus grand commun 
diviseur des polynômes 

3VÎV2 4-(3Vi-f-jt9)Vi-f-;jV2, 

et régalant à zéro, ou en remarquant que (3ViV2-h^)(Vi -+- V2) 
doit être nul ; on trouve ainsi V1V2 = — ^1 ce qui donne 



V, = 



p 

3 


3 ^'^ ^^( 


-i-v.j 


Va 


^4-V 


m 



nous avons fait disparaître successivement les irrationnelles du 
dénominateur, comme nous l'avons indiqué précédemment (§ 66) ; 
il résulte de là que la chaîne d'équations se réduit à 

\ 2 / />! \ 3 

2 



V| = (4V-4-(|) 



Vi = -|- + V3, 



Xi = Vî + 



f-V3)V| 
3 



69. Lorsque les éléments V sont réduits au nombre minimum, on 
a forcément, dans l'identité (9), Hq = Hi = ••• = H^^_i = ; 
supposons que, dans l'expression de Xi, on attribue à Vi chacune des 
Pi valeurs dont cette quantité est susceptible, et qui sont 

où cDi est une racine primitive de l'équation w^i — 1=0; on ob- 
tiendra des expressions ari, x^^ ..., x^^ telles que 

(10) a;;t-hi = Go-i-to}V,-HG2a)?^V?-f---(A; = 0, i,. . ., ji^i — 1) 

et en les substituant dans /'(a?), on aura 

f{xu^i) = Ho -h H.tojVi -H H2<V2 -H ••• = ; . . 

car Ho, Hi, ... sont nuls, par suite les pi quantités a?i, x^, ..., a?^^ sont 
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racines de Téqualion proposée. Ainsi dans l'exemple de Téquation 
du troisième degré dont nous venons de parler, V2 étant le dernier 
élément de la chaîne, les quantités 



X9 = wVo H- 



(-|-Va)<o^V« 



PV 



0^3 = to^W^ ■+- 



(f 



(.iV 



2 



(i) 

sont, avec Xi, des racines de Téquation. 

70. Nous verrons que les racines ainsi formées sont distinctes, 
mais nous pouvons, sans le supposer, démontrer une propriété 
fondamentale des irrationnelles Vi, Vj, ..., V^ 

Les équations (10) donnent, en multipliant Xfc_^i par 107^ et 
faisant la somme des produits, 

(11) Vi = — s.cor'^AH-i ; 

Pi 

par suite l'irrationnelle Vi est une fonction linéaire des racines de 
réquation f{x) = 0, les coefficients dépendant des racines pi" de 
l'unité; si les valeurs Xi, X2, . . ., Xp^ fournies par les équations (10) 
ne sont pas toutes distinctes, on a par exemple 

Soient Xi, 0:2, ..., ^n les n racines de Téquation donnée, qui sont 
toutes distinctes d'après l'hypothèse ; effectuons dans la somme 
précédente toutes les substitutions relatives à ces n racines, et lui 
donnant des valeurs algébriquement différentes ; toute fonction 
symétrique de ces valeurs est symétrique par rapport à Xi, 0:2, ...,arn ; 
elle peut encore contenir la racine de l'unité wi ; dans ce cas, si l'on 
remplace (Oj par «of, wf, ..., Wji't-* et si Ton forme le produit des ré- 
sultats, on aura une fonction symétrique s'exprimant rationnelle- 
ment au moyen des coefficients de f{x), c'est-à-dire au moyen des 
éléments R', R^ ... du domaine primitif de rationalité. 

En particulier, formons le produit des expressions obtenues en 
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effectuant dans 

les substitutions précédentes par rapport aux racines a?, et, s'il est 
nécessaire, multiplions ce produit par ceux que Ton obtient en rem- 
plaçant (Oi par les autres racines de Tunité ; nous obtenons un 
polynôme ç(j/) à coefficients rationnels par rapport à R', R", .... En 
régalant à zéro, on a une équation analogue à f{x) = 0, et Ton 
peut supposer que ses racines sont distinctes, car sinon on lui appli- 
querait la méthode de calcul des racines égales qui ne change pas la 
nature des coefficients ; si nous admettons que o(j/) = soit 
l'équation ainsi obtenue, sans racines égales, elle a en particulier 
pour racine la quantité 

yi = ri- Sa)^'^a?,+, J'^ = Vf. = Fi(V2, V3, . . .) ; 

elle est, comme on sait, de la forme 

î/i = Lo -f- L1V2 -f- L2VI -+-...+ L^2_iVj2-», 

où Li est égal à l'unité. En répétant sur j/i le raisonnement que 
nous avons fait sur Xi, les valeurs 

(12) yu^, = Lo -4- LiwJVa + U^^yi -f- • • • -h L;,j_ia)2(^a-*)^Vi'2~* 

pour A: = 0, 1, 2, ..., /}2 — i, où (02 est une racine p^^ de l'unité, 
sont toutes des racines de o(j/) = ; d'après la manière dont 
nous avons obtenu cette dernière équation, ce sont donc des fonc- 
tions des racines x analogues à j/i, et s'en déduisant par certaines 
substitutions eff*ectuées sur Xi, x^^ . . ., a?n. Si nous opérons comme 
nous l'avons fait pour Vi, nous avons 

i 

de sorte que Va est une fonction entière des racines de /'(a?) = 0, 
avec des coefficients dépendant des racines de l'unité wj et 0)2. 

En répétant sur les racines y le même raisonnement, on formera 
une nouvelle équation ^[z) = dont les coefficients font partie 
du domaine primitif et dont les racines sont fonctions entières de 
a?i, a?2, ,..^Xni et Ton exprimera V3 au moyen de ces racines, et 
ainsi de suite, d'où le théorème suivant : 

Théorème. — Si une équation résoluble f[x) = dont les coeffî- 
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cients font partie d/un domaine de rationalité (IV, R", ...), est satis- 
faite par une expression algébrique explicite ari, cette expression peut 
se mettre sous la forme d'une fonction entière d'une série de quantités 

»li '2» •••! 'v# 

avec des coefficients rationnels dans le domaine {W, R\ ...). Les quan- 
tités V sont d'une part des fonctions entières des racines de l'équation 
donnée, avec des coefficients dépendant de racines de l'unité ; d'autre 
part elles sont déterminées par une série d'équations de la forme 

Vja = Fa(Va_^_i, V,_^2, . . . , V^, R', R", . . . ), 

OÙ les nombres p^^ sont premiers^ et où les fonctions F sont entières par 
rapport aux quantités V qu'elles renferment, avec des coefficients 
rationnels dans te domaine (R', R", ...). 

71. Ce théorème permet d'appliquer les considérations que nous 
avons développées sur les fonctions des racines d'une équation, et 
nous allons démontrer le théorème fondamental suivant : 

Théorème. — Les équations générales de degré supérieur à quatre 
ne sont pas résolubles algébriquement. 

Soit 

f(x) = ar^ -f- cix'*"-* 4- . . . + Cn = 

l'équation générale de degré n ; le domaine de rationalité est cons- 
titué par les coefficients Ci, Cj, ..., c„ qui sont arbitraires et indépen- 
dants, et les racines Xi, Xi, ..., x» ne sont assujetties à aucune autre 
condition qu'à celle d'avoir leurs fonctions symétriques* connues. 
La racine Xi étant supposée exprimée au moyen des quantités 
Vi, Vj, ..., Vv, comme nous l'avons dit, la dernière irrationnelle 
satisfait à une équation de la forme 

V^ = F,(Ci, Ci, ..., Cn)\ 

elle est par suite une fonction entière des racines 

Vv = o{Xi, Xi, ..., X'n) 

dont la puissance p5 est symétrique. 

L'identité (f^'*{xi, a?2, . . . , Xn) = Fv(ci, Cg, . . . , c„) 

a lieu lorsqu'on remplace Ci, co, ..., c» par leurs expressions en 
fonction des racines et lorsqu'on considère ensuite ari, Xs, ...,Xn 
comme des variables indépendantes, puisque l'équation est gêné- 
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raie ; le second membre est invariable pour toute substitution ; 
par suite le premier doit l'être aussi ; mais o change au moins pour 
une transposition, car sinon F, serait la puissance pt exacte d'une 
fonction symétrique, rationnelle par rapport à Cj, C2, ..., c„, con- 
trairement à rhypothèse. 

Soit donc T = (0:1X2) une transposition changeant la valeur de 
^; comme o'^» reste invariable, la nouvelle valeur 0(0:2, ari, ..., ar„) 
ne diffère de la première que par une racine p^"" de Tunité w^, de sorte 
que 

^{X2, Xi,. . ., X„) = Wv<p(.Ti, Xj, . . . , Xn) ; 

en répétant la transposition T sur les deux membres, ils resteront 
encore identiques puisque les x sont indépendants; mais le premier 
reprend la valeur primitive o(ari, a?2, . . ., x») ; on a dès lors 

«p(a"i, X2, . . . , Xn) = W^o(Xî, Xu • . . , Xn), 

d'où, en remplaçant o(a?2, Xi, . . .) par sa valeur, 

«p(a:i, X2, . . . , Xn) = w^®(xi, a??, . • • , Xn) ; 

cette identité exige que Ton ait wj = 1, d'où jo^ = 2. On voit 
que la première irrationnelle V^ que Ton a à calculer est un radical 
carré ; c'est une fonction des racines ayant deux valeurs, et appar- 
tenant au groupe alterné ; elle est le produit d'une fonction symé- 
trique par la racine carrée du discriminant. 
Passons maintenant à l'irrationnelle suivante Vv_i, donnée par 

V^^^ — r,, — 1\^ v^i Cl, Cj, . . . , C/j) • 

Le second membre doit renfermer V^, car sinon, d'après le même 
raisonnement Vv_i serait encore une fonction de Xi, Xj, ...,ar„ 
ayant deux valeurs, appartenant au groupe alterné, et s'exprimerait 
rationnellement au moyen de Vv, Ci, Cj, ..., c„, contrairement à 
l'hypothèse. 

Si l'on remplace Vv, Ci, Cj, ..., c« par leurs valeurs en fonction des 
racines, Fv_i est une fonction appartenant au groupe alterné, et si 

l'on pose 

V^_i = <5;(jr,. Xi, X3, ..., x„), 

V^ 1 est une fonction des variables x dont la puissance /^v-i* a 
deux valeurs et reste invariable pour les substitutions de ce groupe. 
i\f varie au moins pour une substitution circulaire de trois éléments, 
car sinon, d'après le § 5, elle appartiendrait au groupe alterné, et 
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Yv-i s'exprimerait rationnellement au moyen de Vv, ce qui est 
impossible. 

Soit alors , par exemple, S = {xix^z) une substitution qui 
transforme «J' en une fonction que je désigne par ^i ; elle changera 
^, en une nouvelle valeur ^^ et 4^2 en 4^, puisque S'* = 1. Comme 
S fait partie du groupe alterné, elle laisse invariable la valeur de 
Fv-i, et Ton a 4^fv-i = tj^^'v-i, d'où 

ojv-i désignant une racine pt^i de Tunité ; alors en répétant deux 
fois la substitution S on a 

4^2 = w^i4^i = wLi'î', 

^ = w^i4'2 = wî_i4; ; 

par suite uiî_, = i, p^, = 3, et la deuxième irrationnelle doit 
être un radical cubique. 

Mais si le nombre des variables est >> 4, 4^ varie au moins 
pour une substitution circulaire de cinq éléments, d'après les pro- 
priétés du groupe alterné ; si S' est une telle substitution, un rai- 
sonnement identique au précédent montre que Ton doit avoir 

w5_i = \, p^i = 5. 

Il y a donc contradiction avec ce qui précède, et la résolution 
algébrique est impossible pour n > 5. On voit que pour n = 3 
ou 4 le premier radical est la racine carrée du discriminant, et le 
second un radical cubique, ce que nous avons constaté. 

72. Ce théorème fondamental a été démontré pour la première fois 
par Abel ; la démonstration qui précède est celle qu'a donnée Want- 
zel. Nous aurions pu nous en dispenser et nous appuyer sur les ré- 
sultats déjà obtenus, mais nous avons préféré donner une théorie 
complète en elle-même de la résolution algébrique des équations 
générales. 

Nous allons indiquer une autre démonstration. Nous avons vu aux 
§ 24 et 25 que les fonctions alternées de plusieurs variables indé- 
pendantes sont les seules dont les valeurs conjuguées soient racines 
d'une équation binôme à coefficients symétriques, et qu'il n'existe, 
pour n > 4, aucune fonction ayant m valeurs pour les substitu- 
tions du groupe alterné, et dont les m valeurs conjuguées soient 
racines d'une équation binôme. 
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11 pourrait se faire cependant qu'une des valeurs conjuguées, en 
particulier, soit racine d'une équation binôme à laquelle ne satisfont 
pas les autres. Je vais montrer d'abord que, dans le cas de l'équa- 
tion générale, il n'y a que les fonctions alternées des racines dont 
une puissance de degré premier soit symétrique. 

Soit, en effet, ?i(a:i, x^, ..., a?n) une fonction ayant p valeurs 
conjuguées, racines d'une équation 

(13) *(?) = oP 4- Ajcpp-* H h Ap = 

à coefficients symétriques, et satisfaisant à une équation binôme 
telle que 

(14) O^ = F(Ci, C2,..., Cn). 

Si les équations précédentes sont identiques, les p valeurs conju- 
guées sont les racines de l'équation binôme (14) ; cela ne peut avoir 
lieu que si p = ^ = 2, et alors «pi est une fonction alternée ; si 
elles ne le sont pas, p ne peut être inférieur à p, car l'équation (13) 
est irijéductible (§ 49) ; les racines communes satisfont alors à une 
équation de degré inférieur à py de la forme 

(15) Bicp^*4-B2^^2H hBp = 

à coefficients symétriques, mais c'est impossible, car d'après le 
théorème préliminaire de ce chapitre, «pi serait symétrique. 

On démontrerait de la même manière qu'il n'existe, pour n > 4, 
aucune fonction des racines de l'équation générale dont une puis- 
sance de degré premier soit une fonction alternée. Le théorème 
d'Abel en découle immédiatement. 

73. Revenons aux équations spéciales résolubles algébriquement, 
pour compléter ce que nous avons dit au sujet de leurs racines. 
Nous avons vu que les expressions 

(10) xu^i = Go -h GiwfVi 4- • • • 4- G^ .iwîî^i-OVî -1 

obtenues en remplaçant dans Xx Vi par wîVi, et où Gi peut être 
supposé égal à l'unité, donnent des racines de l'équation /*(a?) = 0; 
nous pouvons généraliser, et démontrer le théorème suivant : 

Théorème. — Si dans l'expression de la racine satisfaisant à une 
équation résoluble 

X, = G„(V2,- V„ . . .) + G,(Vi, V„ . . .)V. H hGp,_.V}'.-' 

on remplace une ou plusieurs des irrationnelles par une autre des «a- 
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leurs dont elles sont susceptibles^ on a une nouvelle racine de l'équa^ 
lion . 
En effet, nous avons vu que dans le résultat de substitution 

f[x,) = Ho(V2, V3, . . .) -f- H.(V„ V3, . . .)V^ + - -h H^,_,Vf -« 

chacun des coefficients H©, Hi, ..., U^^^t doit être nul identique- 
ment, et de même, si on les ordonne suivant les puissances de V^, 
les coefficients de ces puissances doivent être nuls, et ainsi de 
suite. 

Nous avons déjà vu que si Ton remplace V| par w^Vi, on forme 
des racines de f{x) == 0. 

Supposons maintenant que Ton remplace V2 par Vj = <o,Vî, où 
€u, est une racine de «0^1 — 1 =0; Vi doit être alors remplacé par 
une racine VI de Téquation 

V;/'. = F,(V;, V3, ...,V„R',R-, ...). 

Fi(Vî, V3, . . .) n'était pas la puissance p\ exacte d'une fonction du 
domaine (V,, V3, ...)'» P^r suite Fi(Vj, V3, . . .) n'est pas non plus 
la puissance exacte d'une fonction du nouveau domaine (Vi, V3, ...) 
et la suite 

V V V V V' 

' v> ' V— iî •••1 '3i 'ji 'f 

jouit des mêmes propriétés que la suite primitive ; si Ton remplace 
dans xi \\ et Vi par V, et V',, la nouvelle valeur 

^, = Go(Vi,V3, ...)-+-G,(v;,V3, . ..)¥;-+-... 

est encore racine de Téquation, car /'(^r'J est identiquement nul. 
La démonstration s'étend de proche en proche à toutes les irra- 
tionnelles. 

74. Les racines que Ton obtient ainsi ne sont pas toujours dis- 
tinctes; nous allons reconnaître celles qui le sont, en supposant 
toujours Téquatiôn donnée irréductible. 

Considérons d'abord les racines x,, xj, ..., x^^ données par les 
équations (10) ; je vais montrer qu'elles sont distinctes. Le produit 

fi(x) = (x — Xi)(x — X,) ... (ar — x^^) 

est symétrique par rapporta V|, co,V,, colVi, ..., par suite s'ex- 
prime rationnellement dans le domaine fVs, Vs, ...;; je dis qu'il 
est irréductible dans ce domaine. 

Supposons qu*il ne le soit pas, et qu'il se décompose dans les 
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facteurs irréductibles 

?i(^, Va, Va, . . ) = (a? — ari)(a? — a?a) . ., 

?2(^, Va, Va, . . .) = {x — x^){x — x^) . . ., 
• ••• 1 

les premiers membres ne renfermant pas Vj, cette irrationnelle 
doit disparaître identiquement dans les seconds après tous produits 
efTectués, dès lors ils ne changeront pas lorsqu'on remplacera Vi 
par w,Vi, ..., c'est-à-dire a?i par chacune des autres racines ; il faut 
donc que les facteurs irréductibles ^i, «?2, . . . soient identiques, 
c'est-à-dire que fi{x) soit une puissance exacte; mais, comme pi est 
un nombre premier, fi{x) ne peut être puissance exacte que d'un 
facteur du premier degré qui serait a? — ar,, et cela est impossible 
puisque x — .Ti n'est pas rationnel par rapport à V2, Va, ... 

De ce que fi{x) est irréductible, on déduit que Xi, ar^, ..., Xp^ sont 
distinctes, ce que nous voulions démontrer ; on peut ajouter que 
/i(a-) est un facteur irréductible de f{x) dans le domaine (Va, Va,...). 

Il arrive généralement que dans le produit {x — Xi){x — a?,)... 
{x — Xp^) plusieurs irrationnelles disparaissent en même temps que 
Vi ; supposons que Va, Va, ... disparaissent, jusqu'à V/i_i, et que V/^ 
soit l'irrationnelle de moindre indice qui subsiste ; on a alors 

fix, IV, R\ . . .) = fi{x, V,, Va^„ . ..)Hx, V,, V,+„ . . .), 

et l'on peut supposer que le quotient ^j^i ait été rendu entier par rap- 
port aux éléments V qu'il contient. 

L'identité précédente montre que les coefficients des puissances 
de X doivent être identiques aux deux membres ; ceux du second 
membre, ordonnés suivant les puissances VJ, V)[, V^, ...,VJa~*, 
doivent avoir les coefficients de ces puissances séparément nuls, 
d'après un raisonnement déjà fait, et l'identité précédente subsistera 
quand on remplacera Y^. par wJVa, où wJa — 1 =0. 

Formons maintenant le produit des ph facteurs obtenus en rem- 
plaçant dans /i Va par toutes les valeurs dont cette irrationnelle est 
susceptible, 

f^ix) = /i(ar. Va, . . .)fi{x, o)^Va, . . )^(ar, co^Va, . . .) ... ; 

je vais montrer qu'il est irréductible dans le domaine formé par 
(Va^-i, Va+î, ...) ; supposons en eff'et qu'il ne le soit pas, et que 

?,(ar, Va4-i, ,..) 
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soit un facteur irréductible dans ce domaine ; s'il a un diviseur 
commun avec un des facteurs précédents , par exemple avec 
^(ar, wJVfc, Va_j.i, ...), il doit être divisible par ce polynôme, car 
sinon celui-ci serait réductible dans le domaine (wJV;^, V/i_^.i, ...) et 
/i(^i Va, Va^i, ...) le serait aussi dans le domaine (Va, V^^-i, ...)? 
ce qui est impossible. Il faut donc que ©i soit le produit d'un cer- 
tain nombre de facteurs f^ ; soient alors 

<pi(ar, Va_^_i, . . .) = fi{^. Va, Va4_„ . . .)fi[x, <Va, Va_|.i, ...)•• . 

^2(0?, Va^i, . . .) = A(^'^ ^Uh, Va^_,, . . .)/*i(^» ^V^h, Va-h^ • . .) ...» 

les facteurs irréductibles de fi(x) ; Va doit disparaître dans les se- 
conds membres quand on efTectue les produits. La première iden- 
tité ne changeant pas quand on remplace Va par ^aVa, on en con- 
clut que les facteurs o,, ©2, ... sont identiques et que /i(a?) est une 
puissance exacte d'un polynôme dont le degré est de la forme \px ; 
comme p^ est premier, cela ne peut avoir lieu que si f^i^)^ dont le 
degré est égal à pxPh, est la puissance pj d'un facteur qui ne peut 
être que yi(a?, Va, Va+i, ...) ; mais cela est impossible, puisque /\ 
contient sûrement Va et n'est pas rationnel en Va+i, Va+s, ..., Vv. 

Ainsi donc fj^x) est irréductible dans le domaine (Va-+.i, Va+2» .••)'♦ 
par suite les pxPh racines qu'on obtient en remplaçant dans 
xi, ar^, ..., x^j Va parles expressions de la forme waVa sont dis- 
tinctes, et fj^x) est un facteur de f{x) ; on peut ajouter que s'il 
existe entre Vj et Va des irrationnelles V2, V3, ..., Va_i ayant 
disparu dans /\(ar, Va, ...), toutes les expressions qu'on obtiendrait 
en remplaçant V2 par WJV2, V;j par wJ-Va, ..., Va_i par w^-iVa-i ne 
peuvent donner de nouvelles racines de f{x), car elles satisfont for- 
cément à l'équation [^{x) = et ne peuvent difTérer des p^p^ 
racines que nous venons de trouver. 

En continuant de la même manière, supposons que dans /2(a?), 

en même temps que Va disparaissent d'autres irrationnelles Va^-i, 

V;;_^-j. ..., Vfc_i, et que V^^ soit la première qui subsiste ; formons 

le produit 

fz{x) = Mx, Vfc, V^^_i, . . ,)f2{x, tiik^k, V^.^_i, . ..)f2{x, wJ-V^, ...)...; 

on verra que c'est un facteur irréductible de f{x) dans le domaine 
(Vjfc_|.t, Va4_2, ...), et ainsi de suite ; après un nombre limité d'opéra- 
tions on fera disparaître toutes les irrationnelles et on obtiendra un 
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facteur irréductible de f{x) dans le domaine (R', R'\ ...); comme 
f[x) est supposé irréductible dans ce domaine, le dernier produit ne 
différera pas de ce polynôme lui-même ; le raisonnement précédent 
montre de plus comment on obtient toutes les racines séparément. 
On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Théorème. — Etant donnée Vexpression algébrique a?i, satisfaisant 
à une équation résoluble irréductible f{x, R', R'', ...)== et formée au 
moyen des irrationnelles Vi, V2, ..., Vv, les pi quantités a?i, x^, ..._, Xj,^ 
obtenues en substituant à Vi dans a?i, les p^ déterminations dont elle 
est susceptible : Vj, w,Vi, ... wfi~*Vi, sont des racines distinctes de 
V équation donnée ; si Von forme le produit 

A(JP, V/,, Va^.1, . . . ) = (a? — Xx)[x — a?2) . . . (a: — x^^ {h > 2) 

et que V^ soit l'irrationnelle de moindre indice subsistant dans fx, les 
piPh quantités obtenues en remplaçant dans Xi, x^^ ..., Xp^ Va par les 
déterminations V^, w/jV/j, . ., wJ^a-^V^ sont p^ph racines distinctes de 
Véquation donnée ; de même si Von forme le produit des facteurs 
linéaires correspondant à ces racines^ 

fA^, V;t, Va_^.i, ...) = f^x, Y h, .-OAla?, ^aVa, ...)... /"ifa?, wJ^^~V,„ ...), 

où /c>>A-hi, on cîi déduit pxPhPk racines distinctes de f{x)y et 
ainsi de suite jusqu'à ce que les irrationnelles disparaissent ; on obtient 
ainsi le pohjnome f{x^ R', R",,.,) et toutes les racines de Véquation ; 

le degré de f{x) est égal à n = pij)hpk f ^l de plus les polynômes 

f\y fiy'" sont irréductibles dans le domaine des éléments qu'ils contien- 
nent, 

75. Remarque. — L'ordre dans lequel sont placées les irration- 
nelles Vi, V2, ... n'est pas toujours absolument fixé par la nature de 
l'expression algébrique ; supposons par exemple que V», Va_^.i,..., 
Vp_i soient déterminés séparément au moyen des irrationnelles 
suivantes : Vp, V3_|_i, ..., Vv par des équations de la forme 

V^* = F,(V„ V,+n . . . , V„ R', R", . . . ) (/: = a, a-f-l, . . . p~l), 

on peut ranger les éléments V», .., Vp_i dans un ordre quel- 
conque. 

Si cela se présente pour un certain nombre d'irrationnelles à 
partir de Vi, on peut placer l'une quelconque d'entre elles au pre- 
mier rang dans la suite totale des éléments V ; nous dirons que 
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chacune d'elles forme un radical extérieur dans Texpression algé- 
brique de la racine. 

Considérons le cas d'une équation irréductible de degré premier j^i 
résoluble algébriquement; d'après ce que nous avons dit relative- 
ment au degré de cette équation, la première irrationnelle Vi doit 
être donnée par une équation de degré ;;i, et de plus le produit 

fi{x) = (a: — x,)(x — a?,) ... (a? — x^^) 

doit être identique à f{x)^ de sorte que les irrationnelles suivantes 

V V V 

doivent disparaître avec Vi ; on a donc le corollaire suivant : 

Corollaire. — Si une équation irréductible de degré premier est 
résoluble algébriquement^ le radical extérieur Vi a un indice égal au 
degré de Véquation, et si l'expression d'une racine est 

X, = (io-H G,V, -+-...+ G^ _iVÎ -S 
le j^remier membre de Véquation est égal au produit des pi facteurs 

f{x) = JJ [x - (Go 4- G,(oîV, + G^coî'^VJ -+-...+ G;,^_iCo}(^*)Vî.-*) ,. 

A=0 
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76. Considérons une équation irréductible f{x) = jouissant 
de la propriété qu'une racine x'i soit une fonction rationnelle 6(a?i) 
d^une autre racine Xi dans le domaine de rationalité ; nous allons 
montrer comment on peut simplifier la résolution de cette équation, 
et, dans certains cas, Teffectuer au moyen de radicaux. 

Soit 

(1) f{x) = 

Téqualion donnée, supposée irréductible, 

(2) x; = b{x,) 

la relation qui existe entre deux racines ; Téquation (1) et la sui- 
vante 

(3) mx)] = 

ont en commun la racine a^i ; d'après un théorème connu (§ 37), la 
dernière est satisfaite pour toutes les racines de la première, en 
particulier pour a:i, de sorte que Ton a, en remplaçant a? par x\ dans 
Téquation (3), 

mx',)] = f\m^^)]] = 0. 

Représentons pour abréger par 6^(a?), 6^(0?), ... les fondions 

6[6(x)], e[e2(a^)], . . . ; 
nous voyons, en répétant le raisonnement précédent, que les termes 
de la suite indéfinie 

(4) x„ e(a:,), 02(ar,), ... 

sont des racines de Téquation (i); comme celle-ci n'a qu'un nombre 
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limité de racines, on parviendra nécessairement, dans la suite que 
nous venons de former, à une fonction égale à Tune des précédentes ; 
soient 6*(a?i) et 0"'-^-^(a:,) les deux premières qui soient égales ; on 
doit avoir k = 0, car sinon l'équation 

serait satisfaite par la racine ^\xC) de Téquation (1), par suite par 
toutes les racines et en particulier pour a?i ; on aurait par consé- 
quent 

et k ne serait pas le plus petit nombre jouissant de la propriété 
énoncée. Soit alors m la plus petite valeur pour laquelle on ait 
"* (oTi) = xx ; on en conclut que ar,, 6(a:,), 6-(a:,), ..., 0'"-*(ari) sont 
distincts, et que les termes suivants de la suite (4) reproduisent 
périodiquement les m précédents. 

Si m est égal au degré de Téqualion, les racines sont toutes dé- 
terminées au moyen de Xx ; si le degré n de f{x) est supérieur à 
wi, et si l'on représente par x^ une racine distincte de celles dont 
nous venons de parler, l'équation (3) admet toutes les racines de 
fi^oc) = 0, en particulier orj, par suite 6(0:2) est encore racine et Ton 
obtient de cette façon une deuxième série de racines, 

(5) .T„ 0(3?,), 0«(ar2), . , ,,h^-'{x,), 

distinctes les unes des autres, et reproduites périodiquement par 
les termes suivants : 6i^(a:,), ... 

On doit avoir fi = m, car les équations 

e"'(ar) — a: = 0, e»^(a?) — a: = 

sont satisfaites par toutes les racines de l'équation irréductible /"(a?), 
et en particulier, la première par x^^ la seconde par x^ ; chacun 
des nombres m et fi est al<5rs au moins égal à l'autre, de sorte 
qu'ils sont égaux. 

Déplus, les termes de la suite (5) sont tous différents de ceux de 
la suite (4), car si l'on avait par exemple 

où a et 6 sont < m, on en déduirait, en appliquant aux deux 
membres l'opération 0'"-^ 

0"'(.T2) = Xi = 6"»-*-+-«(il?i), 
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de sorte que x^ serait compris dans la suite (4), contrairement à 
l'hypothèse. 

Si les 2m racines obtenues ne forment pas la totalité des racines 
de Téquation donnée, on répétera le raisonnement sur une nouvelle 
racine 0:3, etc.; on obtient de celte façon les résultats suivants : 

Théorème. — Si une racine d'une équation irréductible f{x) = 
est une fonction rationnelle d'une autre^ on peut ranger toutes les ra- 
cines de cette équation en v séries de m chacune, comme Vindique le 

tableau suivant : 

Xu 0(a:,), 0«(ar,), . . . 6»"-^^^,), 

X2, HX2), ô2{a?2), . . . 0'»-*(ii?2), 



X,, e(a?J, 02,arJ, . . . 0'»-i(a:J. 

On a pour a = 1 , 2, . . . , v 

(i^(x^) = x^, 

et le degré de V équation est égal à mv. 

77. Nous allons, dans le cas où le nombre v des séries est supé- 
rieur à l'unité, ramener la résolution de Téquation donnée à celle 
de V équations de degré m ayant respectivement pour racines celles 
de chacune des séries précédentes. 

Nous commencerons par former le groupe de Téquation (1); 
diaprés ce que nous avons dit au § 46, nous devons chercher un 
facteur irréductible de l'équation résolvante w[z) dont les racines 
sont les n ! valeurs de la fonction de Galois, ou bien encore cher- 
cher les facteurs linéaires de cette équation résolvante qu'il faut 
associer pour constituer un diviseur ^i(z) de w(z), à coefficients 
rationnels et irréductible. 

Désignons par Si, S2, . . ., Sv les substitutions circulaires 

Si = [x,^{x,)B%x,) ,,,], 

S2= [X2 ^{X2) ^'{X,) ...], 



dont les cycles sont constitués par les m racines de chacune des v 
séries ; ces cycles n'ayant aucun élément commun, ces substitutions 
sont permutables et engendrent un groupe d'ordre m^. 

Considérons maintenant les substitutions permutant entre elles 
les V séries de racines de toutes les manières possibles, tout en 
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conservant Tordre des éléments de chacune d'elles ; elles sont en 
même nombre que les substitutions du groupe symétrique des v 
indices i, 2, ..., v, et nous les désignerons par Ti, T*, ..., Tvi. 
Elles sont permutables aux substitutions circulaires précédentes, et 
le groupe G dérivé de Si, Sj, ..., Ti, Tj, ... a son ordre égal h 
m^'.v ! ; ainsi que nous le verrons plus loin (ch. xni), ce groupe est 
non-primitif; nous allons montrer que c'est celui de Téquation 
f{x) = 0. 

Prenons pour cela le facteur de Téquation résolvante de Galois 

z—^i = 2 — [uiXi -4- iiiHxi) + . . . -H u^_^iXi -h u„,_^î^X2) -+-...] 

et ceux qu'on en déduit en effectuant sur les n racines les substi- 
tutions du groupe précédent ; nous allons montrer que leur produit, 
qui est un polynôme ^\{z) de degré m^'.v!, est rationnellement 
exprimable. 

Si Ton prend d'abord les facteurs déduits de z — ^i en effec- 
tuant les substitutions A, Si, S?, . . ., S;"~\ leur produit pi est une 
fonction cyclique de x/, 6(ar,), . . ., Q"'-\xi) et s'exprime rationnelle- 
ment, en ce qui concerne ces racines, au moyen d'une fonction 
cyclique particulière Ci appartenant numériquement au groupe 
dérivé de Si (S 43). Cette fonction cyclique est une fonction ration- 
nelle de Xi ; mais comme le changement de Xi en 6(a:i) a pour effet de 
remplacer en général 6*(a'i) par 0«^-\a:i) et 0»"-*(ic,) par 6'"(a?i) = a?i, 
c'est-à-dire d'effectuer la substitution Si, Ci reste invariable lors- 
qu'on remplace Xi par 0(a:i) et par chacune des autres racines de 
la même série, et l'on a 

C,(xO = C,[ô(a:i)] = ••• = C,[e— «(xi)]. 

Si l'on prend ensuite les valeurs de pi pour la substitution S2 et ses 
puissances, leur produit p2 est, par rapport aux racines a?2, ©(a^a), 
. . . , 6'»-*(a:j) de la deuxième série, une fonction cyclique, et il s'ex- 
prime au moyen d'une fonction cyclique de ces racines ; on peut 
choisir une fonction Ci déduite de Ci en remplaçant Xi par x^ ; elle 
sera telle que Ton ait 

C2(.r2) = C^lKx^)] = .- = C2[6--*(X2)]. 

En continuant de cette façon jusqu'à Sv, on obtient un produit p^ 
de degré m^, s'exprimant rationnellement au moyen de fonctions 
cycliques C,(a?,), C2(a:2), . . ., C^{x^) ne différant l'une de l'autre que 
par la notation des variables. 

VOGT. — RÉ8. ALQ. 9 
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On effectue ensuite sur^^v les substitutions Ti, T2, . . . , T^i ; le pro- 
duit des résultats, qui est ^^'1(2), est un polynôme en z dont les 
coefficients sont symétriques par rapport à Ci, C2, . . ., Cv ; il reste 
à voir qu'ils s'expriment rationnellement. 

Considérons pour cela la somme des puissances semblables de 

ces fonctions 

v, = Cî-hC^-f-- -i-Cî; 

d'après ce que nous avons dit sur la fonction Ci, on a 

mC^ = C,(a:i)^ + C,[0{ipO?H 1- Ci[e— ^a^O?, 

et des égalités analogues relativement aux autres séries de racines ; 
on en conclut que mS^ est égal à la somme des valeurs de la fonc- 
tion rationnelle Ci(a?i)'^ lorsqu'on remplace a?i par chacune des n 
racines dti f[x) = ; c'est dès lors une fonction symétrique de 
ces racines, s'exprimant rationnellement au moyen des coefficients 
de l'équation. 

Comme cela a lieu pour toute valeur de \ les sommes des puis- 
sances semblables, et par suite les fonctions symétriques de 
Cl, Cî, . . ., Cv sont exprimables rationnellement, ce que nous vou- 
lions démontrer. 

Ainsi donc, la fonction ^i(s) est rationnelle ; comme on ne sup- 
pose d'autre part aucune relation entre les racines Xi, 0:2, . . ., ar^, 
il n'existe aucun produit de moindre degré jouissant de cette pro- 
priété. Celui que nous venons de déterminer constitue le premier 
membre de l'équation résolvante do Galois et le groupe est formé 
des substitutions dont nous avons parlé. 

Si l'on applique à une fonction cyclique des racines de la pre- 
mière série, telle que Ci[a?,, e(a?i), . . ., 0"»-*(ari)], restant invariable 
par la substitution Si et ses puissances, les substitutions du groupe 
précédent, on voit qu'elle prend pour ces substitutions v valeurs 
conjuguées, qui sont précisément les fonctions dont nous avons 

parlé 

Ca = Ci[ar,), OiarJ, ^\x,), . . . ] (a = i, 2, . . . , v) ; 

ces V valeurs sont les racines d'une équation, 

(6) C^ + AjC^-^H h A, = 0, 

dont les coefficients s'expriment rationnellement au moyen de ceux 
de f{x) ; lorsqu'on connaît l'une des racines, par exemple celle qui 
correspond à la première série, les fonctions symétriques de^ m 
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racines de cette série restent invariables pour les substitutions qui 
n'altèrent pas Ci, et s'expriment rationnellement au moyen de cette 
fonction et des coefficients de f{x). 

Ainsi donc, en déterminant toutes les racines Ci, C2, . . ., Cv d'une 
équation (6) de degré v, on peut former v équations distinctes de 
degré wi, 

f,{x) = X"' + a,(C.)a:— * +...-+- a,„(CJ = (a = i , 2, . . . , v) 

telles que les coefficients de Téquation fj[x) = soient des fonc- 
tions rationnelles de la racine C» et des coefficients de Téquation 
donnée f{x) = ; les racines de l'équation de rang a sont 

Si l'on ne fait sur les racines de l'équation (1) aucune autre hypo- 
thèse que celle dont nous avons parlé, les racines de l'équation (6) 
ne satisfont k aucune condition particulière, et la résolution de cette 
équation ne peut être simplifiée. 

78. Nous supposons maintenant que Ton ait calculé une racine 
telle que Ci de l'équation (6) et qu'on l'adjoigne au domaine de 
rationalité ; il nous reste à traiter ce problème : Résoudre une équa- 
tion f[x) = 0, de degré m, dont les racines sont distinctes et 
représentées par 

(7) a:i, O(ari), 02(ar,), . . . , 0— Hari), 

6 étant une fonction rationnelle telle que 0'"(a?i) = a?i. 

Considérons une fonction cyclique des racines, en particulier 

Ti = [xi -+- toO(ari) + t^^ii^Xi) -4- . • • + w"»-*e"'-i(a?i)]"» = i}/y, 

où co est une racine primitive de l'équation a?*" — 1 = 0; nous 
allons démontrer, sur la forme particulière de cette fonction, 
qu'elle est rationnellement exprimable ; en effet, si l'on change Xi 
en ^x'i)^ la fonction ^i entre parenthèse se change en 

0(.T,) + to02(a;i) -^ to2e8(a?i) 4- • • • -h to'»-*^?! = to-'tVi ; 

par suite Ti conserve la môme valeur ; il en est de même, en répé- 
tant le raisonnement, lorsqu'on remplace Xi par une quelconque 
des racines ; si Ton pose alors pour un instant Ti = o(a?i), on a 

i 

'f 1 = o{x,) = cp[0(a7i)] =... = — [^(x,) + ç[e(a:i)] -H • • .] î . 

fil' 
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c'est une fonction symétrique des racines, et elle s'exprime ration- 
nellement au moyen des coefficients de l'équation, lorsqu'on adjoint 
au domaine de rationalité les racines m** de l'unité. 
En extrayant une racine d'indice m, on a 

4^1 = a?, + wO(a?,) -H ui^-b-{Xi) H- ... -4- a)"'-*6^-HiPi) = "\/% ; 

^i est une fonction de Galois au moyen de laquelle on peut 
exprimer les racines, mais il est préférable de les déterminer de la 
manière suivante : 

Supposons que l'on remplace dans ^i la racine w par chacune 
des racines de l'équation a?"* — 1 = 0, qui sont 

nous obtiendrons les fonctions 

Elles s'expriment toutes en fonction rationnelle de 4^1, car la fonc- 
tion 

se transforme, par le changement de xi en ô(a?i), en 

et reste numériquement invariable ; d'après le raisonnement fait 
précédemment, elle s'exprime rationnellement au moyen des coef- 
ficients de l'équation ; si l'on représente par T» cette fonction, on a 

^^ = ~ {WiY, d'où la série d'équations : 

0:1 4- 0)0(0?,) 4- 0)262(3?,) -h • . . = "i/r;, 

X, + o)20(x,) -h o)*02(a?,) -i- . . . = I? (-{/T,)2, 

Ai 

a;, + a)'"-'0(x,) + to2(''-')02(a;,) -h . . . z= ^ (VT;)'"-', 

Al 

^'1 -H e(a?,) + 62(ip,) -^ ... — — c, ; 

si on les ajoute, les coefficients des racines autres que a?, sont nuls 
dans la somme des premiers membres, et Ton obtient la valeur 
de a?, ; si l'on multiplie de même les équations respectivement par 
0)-*, o)-2», ..., on obtient la valeur de 6*(a?,), d'où les valeurs sui- 
vantes des racines : 



(8) 



1 

i 
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T. = -Lr-c.+7T;+5(»yT;)-^+...+ï^{'"yT;)'''-'l, 

ni l_ Il 11 J 






On voit que les équations qui nous occupent sont résolubles par 
radicaux lorsqu'on adjoint au domaine de rationalité les racines m'" 
de Tunité, et qu'il suffît d'extraire la racine m* d'une quantité 
connue rationnellement. 

79. Lorsque les coefficients de f{x) et de 6(a?) sont des quantités 
réelles, le calcul numérique de VL peut être remplacé par le sui- 
vant : 

La fonction 

T, = [xi -+- tùH{Xi) H h to'"-^0'«-»(j:i)]"» 

est rationnellement exprimable au moyen des coefficients de /'(a), de 
ceux de 0(x) et de w; si on la met sous la forme p(cos ^+i sin ^), 
la présence de i tient à la racine w, et le changement de w en w-* 
a pour effet de changer i en — i; il transforme de plus Ti en 
T„,_i, de sorte que Ton a 

T^_4 = [iPi 4- w-'0(j?i) -f- w-»0«(ari) +•••]'" = p(cos S> — i sin .9>), 

TiT„i_i = p^ 

D'autre part la fonction 4^i<^ni-i est rationnellement exprimable au 
moyen des coefficients, car elle est de la forme ^a'\'^~^ pour 
a = m — i ; de plus elle ne change pas de valeur quand on rem- 
place w par sa valeur conjuguée to-\ par conséquent elle est réelle ; 
si Ton représente par eU cette quantité, où U est positif et 
e = zh i, on a, d'après la relation TiT^_i = <^7'<^m_i, l'égalité 

p« = £»'U"* ; 

il faut que e»" soit égal à l'unité, puisque U est positif; on conclut 
de là, en prenant la racine 2m* arithmétique des deux membres, 

et la racine m* de Ti, qui est celle de p(cos S 4- i sin ^), a pour 
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valeur 



7 Ti = y U cos h î sm 



w» 



7/1 m 



Dans ce cas, la résolution de l'équation exige : i® l'extraction de la 
racine carrée d'une quantité U que Ton peut calculer rationnelle- 
ment ; 2® la division en m parties égales d'un angle que Ton peut 
construire. 

80. Considérons une équation f{x) = irréductible, de degré 
premier, et telle qu'une racine a/i soit une fonction rationnelle 
d'une autre racine a?i ; d'après ce que nous avons vu au début de ce 
chapitre, les racines doivent se partager en v séries d'un même 
nombre m d'éléments ; le produit vm ne peut être premier que si 
V = 1, car m est au moins égal à deux ; les racines forment alors 
une seule série de la forme 

et l'équation est résoluble algébriquement. On peut donc énoncer le 
théorème suivant : 

Théorème. — Si une équation irréductible de degré premier possède 
la propriété qu'une racine soit une fonction rationnelle d'une autre, 
elle est résoluble algébriquement. 

81. Revenons à l'équation de degré m dont les racines sont don- 
nées par les formules (8); elles conviennent à tous les cas, mais 
lorsque m est un nombre composé, l'extraction des radicaux d'in- 
dice m se ramène, comme on le sait, à celle de radicaux successifs 
d'indices premiers; nous allons voir comment on peut, dans ce cas, 
simplifier la méthode précédente au point de vue du calcul numé- 
rique des racines. 

Soit m = m^ni ; remplaçons dans ^^i ^ par une racine primi- 
tive o), de l'équation x'^i — 1 — 0; nous aurons 

f\,i = x^-^ e"^i(a:,) -h62'^'i(a:i) 4- • • • H- e('»i-*)"»i(a?,) 

a),[e(x,) -h 0"»,-+-i(a:O 4- ... -4- e("i-i)"'.-+-«(a?,)] 



ce que nous écrirons 

4^1 = Xo + '^iXl -+- 1- ^T~^Xm^~-l* 
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La fonction 

reste invariable par le changement de Xi en 0(ir,), car il a pour 
effet de permuter circulairement les éléments /o^ Xi, ...,Zmi-i; 
par suite cette fonction s'exprime rationnellement, et Ton a, en 
extrayant une racine d'indice ?Ui, 

Par un raisonnement identique à celui que nous avons fait, les 
fonctions ^^o, 'l'a, ..., '\>m^-^ obtenues en remplaçant wi par les 
racines c.jJ, wJ, . . . , w'"»-* sont telles que les expressions 

soient des fonctions rationnelles des coefficients de l'équation, et 
Ton en déduit que les fonctions yo, Xn X21 • • •> Xm^-i sont données 
par la formule suivante, où a prend les valeurs 0, i, 2, . . . , m, — i, 

(9) y, = JL[^_c,+.or''VT:-4----^('"VT;)' + ...]. 

Lorsqu'on a déterminé une de ces quantités, par exemple xo^ on 
peut déterminer rationnellement les fonctions symétriques des 
racines xi, ^"'^{xi), 02»«i(a?,), ..., 0('»t-*K(a?i), car ces fonctions symé- 
triques appartiennent au même groupe de substitutions que xo » on 
peut alors calculer les coefficients de l'équation à laquelle satisfont 
ces racines; mais si l'on pose 6*"i = 6,, elles sont de la forme 

et la méthode précédente est applicable à leur détermination. 

Les autres séries de racines dont les sommes sont respectivement 
7j9 Xîî • • •' X»«i-i sont déterminées de la même manière au moyen 
de chacune de ces quantités ; il en résulte que les m racines de 
f(x) = sont exprimées par des radicaux d'indices m, et Wi et par 
des racines de Tunité satisfaisant aux équations 

^m, _ 1 _- 0, a?"i — 1 = 0. 

Remarquons qu'il suffit de connaître une seule des m racines de 
la suite (7) pour calculer toutes les autres, car si x\ est une quel- 
conque d'entre elles, les autres sont égales à ^{x'^), ^^{x\), ..., 6'"~*(a?',), 
et sont des fonctions rationnelles de la première ; on en conclut que 
l'équation sera résolue dès que l'on aura déterminé une des quan- 
tités / et une des racines qui en dépendent. 
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On a donc le résultat suivant : 

Théorème. — Si m = mi^i, la résolution de V équation f[x) = 0^ 
de degré m, dont les racines sont celles de la suite (1), se ramène à 
celle de deux équations successives, de degrés mi et ni, auxquelles est 
applicable la méthode exposée précédemment; les coefficients de la 
première étant des quantités connues ^ et ceux de la seconde des fonc- 
tions rationnelles d'une racine de la j)récédente. 

Si Wi est lui-même un nombre composé égal à m^n^, chaque 
équation de degré ni dont les coefficients dépendent de Tune des 
quantités y peut elle-même être résolue au moyen de deux équa- 
tions de degrés m2 et n^ comme nous venons de l'indiquer ; en 
continuant de cette façon, on obtient la conclusion suivante : 

Théorème. — Pour résoudre une équation de degré 

m = miTTij. . ,mj, 

jouissant de la jjropriété donnée, il suffit : 

1» de calculer une racine primitive de chacune des équations 

ar.'»,__i=0, a:"4— 1 = 0, ..., ar%— 1 = 0; 

2^ d'extraire des racines successives d'indices m,, m2, ..., m^ de 
quantités s'exprimant chacune rationnellement au moyen des radicaux 
qui la précèdent f des coefficients de l'équation, et des racines des équa- 
tions binômes dont on vient de parler. 

Les nombres m,, ma, ..., mp peuvent être égaux ou inégaux; 
si donc ce sont les facteurs premiers du nombre m, op voit com- 
ment la résolution de l'équation de degré m se ramène à celles 
d'équations successives de degrés premiers. En particulier, si les 
nombres m^^m^, . . ., m^ sont égaux à 2, les racines de l'unité sont 
égales à ±1, et les radicaux ont leur indice égal à 2 ; par suite 
on a le corollaire suivant : 

Corollaire. — Toute équation de degré V dont les racines sont 
représentées par 

X,, e(.r,), «^(x,), ...,02"-i(x.) 

est résoluble A l'aide de j) racines carrées successives, 

82, Pour donner un exemple d'une suite de racines analogue à la 
suite (7), cherchons si l'on peut prendre pour 0(a?,) une fraction 
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rationnelle de la forme 

0(a?) = 



cx-h d 

où a, ô, c, d sont réels; il faut d'abord que o = ad — bc soit 
:^ 0, car sinon Hx) serait constant; on peut alors, en multipliant 
a, ô, c, d par un même nombre si c'est nécessaire, supposer 8 égal 
à du 1 ; soient a/ et x" les racines de Téquation 0(a?) = ar, qui 
peut s'écrire 

dx-^b — x{cx -h rf) = x{a — ex) -{- b — dx = 0. 

Supposons d'abord qu'elles soient distinctes, et formons l'expression 

ô(x) — x' ax-hb — x'{cx -\-d) __ {a — cx')x + ô — dx^ 
6(0?) — x^ "" ax -^ b — x"{cx -i- d) "" (a — cx'')x -h b — d£" 

d'après l'équation à laquelle satisfont x' et x\ elle s'écrit encore 

0(x) — a/ a — ca/ x — x' ^^ x — a:' 
0(ar) — ar" ~ a — ca-" ' x — x" "" a: — a:"' 

où le facteur M peut ùtre mis sous l'une des formes suivantes, en 
utilisant la remarque que o = Hh 1, 



Comnie on obtient^ en remplaçant x par G(ar), 

0'(a?) - x' _ Q(a:) ~ x' ^ ar — a?^ 
0«(a?)— ar" ■" 0(ar) — .r"" a? — ar"' 

on aura en général 

O'^far) — a?' ,, ar — x' 

0"*('ar) — a;" x — ar" 

Pour que 0'"(x) = ar, il faut et il suffit que M"" = 1, ce qui 
donne 



gwi 



[^-V^¥F^T-- 



Si les racines x' et x" sont imaginaires, il faut que 8 = -t-i, car 
sinon le radical serait réel ; on doit de plus avoir 



-A 



a-hd , //a-hdy . kiz . , h: 

— 1 = cos h î sm — ; 



2 ^ \ 2 / 7M m 
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il sufïit de poser, pour satisfaire à cette condition, 

(10) a + rf = 2cos —1 

m 

k étant premier avec m si m est le premier nombre pour lequel 
0'»{a:) = X, Si les racines x et x" sont réelles, il faut, dans le cas 

où = -h i, que 

a-\- d 



-v/(^î^ = *'. 



2 

ce qui donne a -f- rf = d= 2, d'où a/ = a/^ contrairement à 
rhypothèse ; dans le cas où 8 = — 1, il faut que m soit pair et 
que a H- rf = 0, ce qui donne M^ = 1 ; ce cas ne peut exister 
que si m = 2, et le résultat est fourni par l'équation (10) lors- 
qu'on y fait m = 2. 

Nous supposons maintenant x' = x\ ce qui exige 8 = 1 et 
a-hd =. dt2. On vérifie que Ton a alors 

1 1 _ 2c 

0(a:) — x' X — x' a-\- d 

de sorte que, en appelant N la valeur du second membre, rempla- 
çant X par 0(ar) et répétant cette opération, il vient 

1 i 



0''\x) — x' x — x' 



mN. 



Pour que 6"»(a:) = a?, il faut que N = 0, alors on a 0(a?) = x, 
ce qui est impossible. 

11 n'y a donc que les conditions 

fl H- rf = 2 cos — ^ î ad — bc = i 

m 

qui soient nécessaires et suffisantes pour que la fonction 0(a?) ré- 
ponde à la question. 

Comme application, considérons l'équation donnant tg -^ con- 

naissant tg o ; si nous posons tg ç = a, et tg — ^ = x, cette 

équation est 

__ 1 (1 -h ixy — (i — ixY' 

~~ i ' (1 H- ixy -h(i— ia?)'" ' 
et est de degré m, à coefficients réels. Ses racines sont 
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?n ^\m ml ^\m m / ^ \ m m / 

et sont toutes des fonctions rationnelles de Tune d'entre elles; en 
désignant Tune de ces racines par a?,, et posant 

J- + tg — 

O(a') = , 

t: 

1 — a? tg — 
m 

les autres sont égales à 0(0?,), 0»(j*,>, . ., 0"'-*(x,). 

En écrivant la fonction rationnelle précédente sous la forme 



O(ar)- 


r cos h sin — 

m ?» 


— 0? sin h cos — 

m m 



on vérifie bien qu'elle satisfait aux conditions que nous avons trou- 
vées précédemment. On conclut de là que Téquation dont dépend 

tg — ^ est résoluble par radicaux lorsqu'on adjoint au domaine de 

rationalité, constitué par a et par les nombres entiers, les racines 

m** de Tunité et les quantités cos — et sin — . 

ni m 

83. Nous allons maintenant considérer les équations déjà étudiées 
par Abel et appelées par Kronecker et M. Jordan équations abé- 
liennes. 

Une équation irréductible ou non est dite abélienne si toutes ses 
racines sont des fonctions rationnelles de Tune d'entre elles Xi et si 

x^ = 0^(a',), x^ = Oj(a?i) 

étant deux racines quelconques exprimées au moyen de a?i, les 
fonctions 0» et 0^ jouissent de la propriété d'être échangeables, c'est- 
à-dire sont telles que l'on ait 

OaO?(x,) = %(U{Xi). 

Les équations que nous avons étudiées, pour lesquelles les 
racines s'expriment toutes sous la forme (7) 

Xu %x,), 02(a?,), ..., 0— »(a?,), 

sont des équations abéliennes ; nous dirons qu'elles sont simples ; 
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nous avons vu qu'elles sont résolubles par radicaux, lorsqu'on 
adjoint au domaine de rationalité les racines de Tunité ; nous ver- 
rons qu'il en est de même des équations abéliennes générales, 
comme l'a démontré Abel (*). 

Nous allons ramener d'abord la résolution des équations géné- 
rales à celles d'équations irréductibles jouissant de la même pro- 
priété en démontrant le théorème suivant : 

Théorème. — Tout facteur irréductible du premier membre d'une 
équation abélienne, égalé à zéro, donne de nouveau une équation 
abélienne. 

Soit f{x) = f\{x)f2{x), . . le premier membre de l'équation don- 
née décomposé en ses facteurs irréductibles, fx{x) étant celui qui 
contient la racine x^ ; il est évident que l'équation ^(x) = est 
abélienne, car ses racines s'expriment rationnellement au moyen de 
OTi, et les fonctions qui les représentent sont échangeables ; dési- 
gnons-les par Xi, Oj(a?t j, . . . , 0^_,(a7i). Soit maintenant /^(a?) un 
autre facteur contenant une racine que nous appellerons ^>(a?i); les 
équations 

AW = 0, f,[s>{x)] = 

ont en commun la racine a?i ; par suite la seconde admet les m ra- 
cines de la première et f^ix) est satisfaite par les valeurs 

qu'on peut écrire, d'après la propriété des fonctions 6 et en posant 

Le produit 

[x — Xi][x — 0,(a?,)] ...[x — 0„,_,(a?2)] 

= [x—3:{xx)][x — M(a^i)]. . .[a?— ^0„,_i(x,)] 

étant symétrique par rapport aux racines de /^(a?), est rationnel, et 
constitue un diviseur rationnel du polynôme ^(a?) ; comme ce der- 
nier est irréductible, on voit que l'équation /*2(a?) = ne peut 
avoir d'autres racines que les m quantités précédentes ; leurs pro- 
priétés montrent que cette équation est abélienne. 
La même démonstration s'applique aux équations obtenues en 

(*) Abel, Œuvres complètes^ t. ï, n^ xi, p. 114-140. 
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annulant les autres facteurs irréductibles de f{x) ; elle nous indique 
de plus que tous ces facteurs ont le même degré. 

84. Nous nous limiterons par suite aux équations abéliennes 
irréductibles, et nous emploierons à leur égard la méthode indiquée 
par Kronecker (*). 

Soit f{x) = une telle équation de degré w, Xi une racine au 
moyen de laquelle s'expriment toutes les autres, et 0,(a?i) une autre 
racine ; d'après la propriété de Téquation donnée d'être irréduc- 
tible, les expressions 

sont encore des racines; comme le nombre de leurs valeurs dis- 
tinctes est au plus égal à /?, il existe, ainsi qu'on Ta vu au § 76, un 
exposant vi pour lequel Oji(a?,) = a^i, les vj racines Xi, 0,(ari), ..., ^\^~^{xi) 
étant distinctes. Si v, = n, f{x) = est une équation abélienne 
simple, comme celle que nous avons considérée au § 78 ; si au con- 
traire vj est inférieur à /?, on peut trouver une deuxième fonction 
%{xx) représentant une nouvelle racine, et un exposant vg analogue 
à V, tel que (ili{Xi) = Xi, et ainsi de suite jusqu'à une fonction 
\{xi) et un exposant v^ tel que K^{Xi) = Xi. 

Il peut arriver que les racines ainsi formées ne soient pas toutes 
distinctes et soient en nombre supérieur à n. Supposons que l'une 
des fonctions que nous venons de choisir, telle que 0^(a7i) constitue 
une racine non encore obtenue; K{xi), ^î{Xi)^ . . ., 0;a-»(a:i) sont bien 
des racines distinctes les unes des autres, mais l'une d'elles peut 
être égale à l'une des racines autres que Xi formées précédemment ; 
ou bien encore 0^ peut être une combinaison de plusieurs fonctions 
Og, 0^, ... de la suite 0„ Og, . . ., 0^_j, et avoir la même valeur que 
0^0^ . . . Nous allons réduire les expressions au nombre minimum 
d'éléments (**). 

Nous dirons qu'une fonction 0, appartient à l'exposant v^ si ce 
nombre est le plus petit pour lequel on ait Oia(a:i) = Xi ; tous les 
autres jouissant de la même propriété sont des multiples de v^. Si 



"i 



d est un diviseur de v^,, o» *^ appartient à l'exposant d ; on voit de 

(*) Kronecker « Ueber abelsche Gleichungen », MonaisherichUy 1877, p. 845. 

(**) Comparer Kronecker « Auseinandersetzung einigen Eigenschaften der Klas- 
senzahl idealer Zahlen », Monatsherichte^ 18"Ï0, p. 881, et Netto, SubstUutionen- 
tUeorie^ p. 144. 
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plus que si deux fonctions 0', 0" appartiennent à des exposants 
v', v'' premiers entre eux, la fonction W(x^ appartient à vV. En 
effet, soit h un nombre tel que Ton ait {i)'i)")\xC) = x^ ; Tégalité 
précédente subsistera si Ton élève le premier membre à la puis- 
sance symbolique v'; comme on a (fW)'*^' = e'^^^'ff''^' et que 
{!l^^\xC = Xiy il faut que b/ soit un multiple de v" ; on voit de même 
que hy" doit être un multiple de v', et la plus petite valeur que Ton 
puisse donner à h est le produit v'v". 

Plus généralement, considérons deux fonctions 0' et ^" dont les 
exposants v' et v" ont un plus grand commun diviseur d; posons 
v' = rfvj et v" = rfvj, vj et vî étant premiers entre eux, et dési- 
gnons par m le plus petit commun multiple rfvlvï de v' et v". Toute 
combinaison de 0' et 0", telle que O'^'O"^ appartient à un exposant égal 
à m ou à l'un de ses sous-multiples ; mais on peut toujours en for- 
mer une appartenant au nombre m lui-même ; décomposons en 
effet le plus grand commun diviseur d en deux facteurs rf' et cP 
premiers entre eux et respectivement premiers avec vj et vj ; les 

deux nombres -p- = —-jp = d"y\ et -^ = —^ — d'y\ sont pre- 
miers entre eux et ont pour produit m; dès lors, d'après ce que 
nous avons vu, le produit symbolique des deux fonctions 0''^' et ^"'^^ 



v' v'' 



d'exposants respectifs -77- et -zf appartient au nombre m. 

On conclut de là que si n, est le plus petit commun multiple de 
^i> ^2, ...,''x, on pourra former au moyen de 0^, Og, ..., 0^ une 
fonction appartenant à ni; nous la désignerons par ^r, toutes les 
combinaisons des fonctions appartiennent à un nombre égal à Wi 
ou à l'un de ses diviseurs. Reprenons le système Oi, Og, . . ., Ox et 
excluons-en toute fonction 0^ égale au produit d'une de celles qui 
la précèdent dans la suite et d'une puissance de ^1, c'est-à-dire 
satisfaisant à une égalité de la forme 

%{x,) = K^\{x,) (a<p ou -0); 

il restera un système Op 0^, . . , OJ, composé d'une partie des fonc- 
tions du système primitif; nous dirons qu'elles appartiennent 
relativement à ^1 aux exposants respectifs v',, v^, ..., v[^ si ces 
nombres sont les plus petits pour lesquels on ait des égalités telles 
que 
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par un raisonnement analogue au précédent, on pourra former une 
fonction S^ telle que, ih étant le plus petit commun multiple 
de v'i, vj, . . . , v'j^, la puissance ^i"» soit la première se réduisant à 
une puissance de ^>i ; on aura par exemple 

toute fonction 0' appartiendra, relativement à 5»i, à un exposant 
égal à W2 ou a un sous-multiple de ce nombre. 

/Î2 est lui-môme, d'après ce qu'on a vu, un diviseur de n^\ si 
/7i = n2rf, on aura 

et comme Tcxposant kd de ^1, c'est-à-dire k — ^ doit être un 

multiple de «1, il faut que k soit un multiple de 7x2 tel que pn2, 
(p > i) ; il e^alors permis de remplacer la fonction ^2 par 

qui appartient, non seulement par rapport k ^.j, mais encore par 
rapport à Xi, à Texposant ^2 d'après Tégalité 

et «2 est le plus petit nombre jouissant de cette propriété. 

De la même manière, on pourra exclure du système Oi, 0^, ..., OJ, 
les fonctions pour lesquelles on ait une égalité telle que 

%{x,) = 0;^f,5.'2(ar,) (a < p ou =0) 

et continuer de cette façon ; finalement toutes les fonctions et 
leurs combinaisons pourront se mettre sous la forme 

//<, = 0, 1, 2, ..., ui — i 

\//^ = 0, 1, 2, . . ., n^ — 1 

où les fonctions d> appartiennent respectivement aux exposants 
«1, «2, . . . , «v, relativement à celles d'indice moindre et aussi relati- 
vement à 071, et où chacun des nombres rii, /?2, . . ., n^ est divisible 
par le suivant. 

Toutes les fonctions ainsi formées sont du reste distinctes, et 
représentent une fois et une seule toutes les racines, de sorte que 
le nombre de ces dernières est 

n = ;?i;?2. . • ^'v 
Nous supposerons donc que Ton ait exprimé toutes les racines 
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d'une équation abélienne irréductible sous la forme précédente au 
moyen de x„ et nous remplacerons les lettres A par " dans ce qui 

suit. 

85. Théorème. — La condition nécessaire et sursaute pour qu'une 
équation irréductible soit abélienne est qu'on puisse attribuer aux 
racines des indices tels qu'une fonction cyclique de ces racines, à une 
ou plusieurs entrées, fasse partie du domaine de rationalité. 

La condition est nécessaire ; supposons en effet qu'une équation 
soit abélienne, et qu'on ait exprimé les racines en fonction de l'une 
d'elles comme nous l'avons dit ; affectons chacune d'elles de v in- 
dices et posons 

oJiB^. ..eMii) = A,ftj...A_; 
toute fonction cyclique à v entrées de ces racines, appartenant au 
groupe suivant (| 30} : 

I :, s,-t-l I (mod. n,) 

I Sa =2 + i 1 (mod. n,) 



! ï. ïv + l I (mod. «,) 
est rationnellement exprimable. Elle est en eflet une fonction ration- 
nelle de X, ; si nous la désignons par C{a-,) et si nous rempla- 
çons X, par une autre des racines de l'équation donnée, nous 
obtenons la même valeur qu'en effectuant sur la fonction cyclique C 
une des substitutions du groupe précédent ; comme elles la laissent 
invariable, on a, en appelant pour un instant xuXi, ...,x„ les 
n racines, 

C(x,) - C(:r,) - .-- =C(x„), 
d'où 

C(xO = -1- [C{x,) -H C{x,) -h ... -4- C[x„)] ; 

le second membre étant une fonction symétrique, on voit que la 
fonction cyclique considérée s'exprime rationnellement au moyen 
des coefficients de l'équation. 

Réciproquement, si une fonction cyclique des racines fait partie 
du domaine de rationalité, l'équation est abélienne. 

Nous avons vu en effet au § 31 que les quantités xi,^i^ ^^ s'expri- 
ment rationnellement au moyen de l'une d'elles xw.«i et d'une 
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fonction cyclique particulière quelconque ; si celle-ci fait partie du 
domaine de rationalité, chaque racine est une fonction rationnelle 
de aroo. . .0, et les fonctions qui les expriment sont échangeables, 
par suite Téquation est abélienne. 

Nous dirons qu'une telle équation, dont le groupe est un groupe 
cyclique à v entrées, est une équation abélienne de rang v. 

86. Nous allons ramener la résolution des équations abéliennes 
générales à celle des équations simples à Taide des considérations 
suivantes. 

Parmi les n = riin^. . .Wv racines Xh^h^, , .^^ , considérons celles 
pour lesquelles fx des indices, par exemple Ai, As, ... , A^, ont des va- 
leurs fixes «4, «2, . . • , 3t^, et les autres variables ; leur nombre est 
w^-f-i n^-H2. . . Wv. Prenons une fonction cyclique de ces racines, rela- 
tivement au groupe déterminé par 

I -^4_i z^_|_i -4- i I , I z^_^_2 Sji_^2 H- 1 I » • • • 5 I ^v Sv -+- i I > 
si nous la représentons par 2/»^,^. . .» , elle a pour toutes les substi- 
tutions du groupe cyclique n,n2...n^ valeurs distinctes, obtenues 
en faisant varier les indices a ; je dis que ce sont les racines d'une 
équation abélienne ; en effet, toute fonction cyclique des y reste 
invariable pour les substitutions cycliques effectuées sur les raci- 
nes a?, et est rationnellement exprimable, par suite Téquation est 
abélienne d'après le théorème précédent. 

Lorsqu'on a résolu Téquation abélienne de rang (x et de degré 
niWj. . .n^ donnant les valeurs des fonctions j/, on peut déterminer 
au moyen de ^«^«2. . .» les coefficients de Téquation satisfaite par 
les racines x^^^^. . ., ^i^^^. . .^^ lorsqu'on fait varier les derniers in- 
dices ; cette équation est abélienne quand on adjoint au domaine de 
rationalité la quantité j/ajag.-.a , car les fonctions cycliques des 
racines font partie du nouveau domaine. Si Ton prend h- = i, les 
fonctions y sont racines d'une équation abélienne simple de 
degré ni résoluble par radicaux, ainsi que nous l'avons vu ; lors- 
qu'on a calculé ses racines, la résolution de l'équation donnée se 
ramène à celle de wi équations abéliennes de rang v — 1 et de 
degré n%nz...n^y auxquelles est applicable la même méthode. Si 
Ton remarque que la connaissance d'une seule racine d'une équation 
abélienne entraîne celle de toutes les autres, on peut énoncer le 
théorème et le corollaire suivants : 

TOAT. — Rlb. ALQ. 10 
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Théorème. — L'équation abélienne générale de rang v et de degré 
n = nin2...nv se résout au moyen de v équations abéliennes simples 
successives, de degrés n^, n^, . . ., w^ (*). 

Corollaire I. — Toute équation abélienne est résoluble par radi- 
caux lorsqu'on adjoint au domaine de rationalité les racines de V unité. 
Pratiquement, on formera les fonctions symétriques 

y»! = ^h^hy\Xa,^h^...h^ (a, = 0, i, . . ., ni — i) 

et la résolvante 

où wi est une racine primitive de x^i — 1=0; elle est ration- 
nellement exprimable et, au moyen de VTi et de wi on déter- 
mine î/o, î/o y^i • • • 1 !/nj-i ; les fonctions cycliques des racines x qui 
composent ?/«, sont connues au moyen de celle quantité, et Ton 
continue de proche en proche. 

Si Ton remarque qu'une équation abélienne simple de degré com- 
posé se résout au moyen d'une suite d'équations de même nature et 
de degré premier (§ 81), on peut énoncer ce deuxième corollaire : 

Corollaire II. — Toute équation abélienne se résout au moyen 
d'équations abéliennes simples successives de degré premier. 

87. Nous terminerons ce chapitre par un exposé succinct des 
recherches de Kronecker sur la nature des racines des équations 
abéliennes, et leur expression générale au moyen des racines de 
l'unité; elles ont été exposées par lui dans différents articles insérés 
dans les Monatsbenchte (1853, 1856 et 1877), et une partie en a été 
reproduite dans V Algèbre supérieure, de Serret (t. II, p. 693). 

D'après ce qui précède, il sufQt de nous limiter au cas d'une équa- 
tion abélienne irréductible et simple, de plus de degré premier, car 
c'est à la résolution d'une suite d'équations de cette forme que se 
ramène celle des équations générales. 

Soient aco, a?i, . . . , Xn-.i les racines d'une équation de degré pre- 
mier n; leur détermination dépend du calcul des fonctions cycliques 



{*) Kronegkkr, Monatsberichte, 1871, p. 847; Netto, Substilutionentheoriet 
p. 208. Consulter aussi Jordan, Traité des Sultstitutions, §g 405-407. 
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résolvantes rationnellement exprimables, de la forme 



= 'I'" = I 2) '"'"'^' 



on a en effet 

(11) nxf, = ^^'^'h. 

Si Ton remplace w par w', on remarque que la fonction 

est rationnellement exprimable au moyen des coeflicients de Téqua- 
tion et de w' dès que Ih-hPh'-^ ••. est ^O(mod. «); on en 
déduit en particulier, Of^ désignant une fonction rationnelle, 

Si l'on pose ^? = /'(w'; et <^î = /"(w), on en tire 



Prenons pour h une racine primitive du nombre /i, telle que, si 
A"~* = 1 -h np, le nombre p ne soit pas divisible par n, et consi- 
dérons le produit 

"^> (ir(ir-(fc:)="<^>*""'*'"^'-''<"'"""'- 

Le premier membre se réduit à <^/""'*'*~* = ^r"^ ; si Ton prend cr 

tel que 

p -+- <j ^ (mod. n), 

<j n'est pas nul par hypothèse ; le produit Yfyf est rationnellement 
exprimable, et Ton a par exemple 

d'où 

On peut poser U^k et exprimer w' en fonction de w'^, qui est 

aussi racine primitive ; en désignant cp,(w')x(wO par F(w^) et rempla- 

1 
çant ifT^ par la puissance — du deuxième membre de Téqua- 
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tien (12), on arrive pour déterminer ^to =^ "^k à la formule 





^, = F(a>'^) TT?^K'"T''~ 



Il reste à simplifier la parenthèse ; si / est le nombre tel que 
/j ^ 1 (mod. n), on a 

td ^ kl^ t ^ kl'y 

on peut remplacer to' par sa valeur en fonction de w'^ et poser 

0,(0)0 = /'iK); 

alors 

a prenant avec le reste de h?" toutes les valeurs 1, 2, . . . , n — 1 
quand X varie, et -^ satisfaisant à la condition a^ ^ 1 (mod. n) ; 
en modifiant la fonction F{tù^)^ on peut prendre p entre et n — 1. 
On peut enfin poser (xk ^ r, de sorte que pr ^ A;, et si Ton 
choisit s de façon que rs^i (mod. n), p sera déterminé par la 
congruence ^^ ks] on aura donc la formule 

(13) ^, = F(a)'^) U A(co^)~, 



OÙ r varie de 1 à n — 1, 5 est donné par rs^i (mod. n), 
et «A; doit être réduit à son reste (mod. n). 

Telle est la formule donnée par Kronecker et déjà trouvée par 
Kummer [Journal de Crelle, t. 35, p. 363) ; F et /*, désignent des 
fonctions rationnelles, et la formule (il) fournit la valeur des 
racines xç^^ tZ^i, • • ., x-n — j. 

88. Il reste ^ démontrer la réciproque; quelles que soient les 
fonctions F et /i rationnelles dans le domaine donné, les for- 
mules (11) et (13) donnent les racines d'une équation abélienne. 

Remarquons d'abord que <^J est une fonction rationnelle de w ; 
on a en outre 



^ht 



{sht) h{8i) 



= ¥{bi^)F{0i')-'^Urfi{iù'') « « 



Fexposant de fi étant entier et w étant une fonction de w', on voit 
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que le second membre est une fonction rationnelle de w' ; nous 
pourrons donc poser, en le désignant par ©^(^Oi 

(14) ^,, = ^f^h{^')^ 

Nous allons montrer que les fonctions symétriques des racines 
ainsi que les fonctions cycliques sont rationnelles ; il suffit de le 
faire voir en particulier pour Sarjj et Sx^^-iarJ ; nous partirons pour 
cela de la formule (11) où Ton peut remplacer k par kt si t est pre- 
mier avec n ; on a ainsi 

nXh = ^k^-^'^'^kty 

où A est un coefficient numérique, et 

Si kl -4- A*2 H- • • • n'est pas ^ 0, la dernière somme est nulle; 
elle est égale à n dans le cas contraire ; il reste de cette façon 

^hxI = nPL\k,'"h,Ak,t'" = nAS;t,fr,...W^''^^«"^---^?/cj(w')?A,(">0 ; 

la dernière valeur a été obtenue en appliquant Téquation (14) ; dans 
la somme, A*i4-A'2-I- •• doit être ^0, et il s'ensuit, d'après une 
remarque faite, que <|/{^i-'-''i-+--- est une fonction rationnelle de w'; 

on a donc 

lx\ = R(to^), 

où R est une fonction rationnelle ; le raisonnement précédent 
montre qu'elle garde la même forme quel que soit t : elle est donc 
égale à 

JJ-— j [R(co) 4- R(co«) -h . . . -f- R(w'»-«)], 

et c'est une fonction indépendante de w, par suite rationnellement 
exprimable au moyen des coefficients de F et /i. 

Un raisonnement analogue montre que la somme ^Xk-^-iX^ est 
rationnelle; par suite la proposition est démontrée, et les for- 
mules (il) et (13) donnent toutes les racines des équations abéliennes 
de degré premier. 

Une conséquence importante tirée par Kronecker de ce qui pré- 
cède^ et que nous nous contentons d'énoncer, est la suivante : 

Les racines d'une équation abélienne de degré quelconque, à 
coefiQcients entiers, sont des fonctions rationnelles des racines de 
l'unité. 
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89. Appliquons ces considérations aux racines des équations abé- 
liennes du troisième degré. 

Sans nuire à la généralité, nous pouvons supposer que <^o, c'est- 
à-dire la somme des racines, est nulle, et faire entrer la fonction F 
de la formule (13) dans les facteurs du produit ; on a de cette façon 

j_ 2 2 1 

OU bien encore 

L * 

^, = (a H- ôv/=^) « {a — bif^)'^, 

-1 J. 

^2= (a-4-ôv/=^)'(a — *v/=3)^ 

où a et ô sont rationnels. Les racines sont alors données par les 
équations 

et les coefficients de Téquation, mise sous la forme x^-hpx-\-q=:0, 

ont pour valeurs 

^S a' + 3*2 

^ = — r = — 3—' 

_ 4^? -f- 4^1 _ Mo'^ + 3^^) . 

^ — 27 "" 27 ' 

on retrouve les expressions déjà données au § 53 en remplaçant 

9X IX 

a et par -— et -^r-- 

2 2 

Les raisonnements que nous avons faits ne s'appliquent pas à 
réquation du quatrième degré, puisque A a'est pas un nombre pre- 
mier ; nous allons chercher directement la valeur des fonctions 

^^ = Xo-h V'x, H- i^^x^ + f'^a-3 (A; = 0, 1, 2, 3), 

d'où nous déduirons les racines par la formule (11). 

Les fonctions ■^--^ et ^-^ sont cycliques et s'expriment ration- 

nellement au moyen des quantités connues et de la racine i de 
l'unité ; comme elles se transforment l'une dans l'autre par le chan- 
gement de % en — i, on peut poser 

~— = 6(1 -+- di), -— = 6(1 -- A), 

+8 ^i 
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b et d étant rationnels, d*où Ton a 

^î 1 -h di 



^l = b\{ -h d'), 



Ma 



^î l — rft' 

d'autre part ^^ est aussi une fonction cyclique, et elle ne change 
pas lorsqu'on remplace i par — î, de sorte qu'on peut la repré- 
senter par ^ ; on en déduit 

^,^, = ±c{i-^d'), 

et 

^\ = -Lc5(l-*-rfty(l — di). 
4 

Nous avons de cette façon ^i en extrayant une racine quatrième, 
4/2 au moyen d'une racine carrée et ^3 en changeant dans ^i i en 
— i ; comme ^0 est un nombre rationnel qu'on peut désigner 
par a, on obtient finalement 



Axo^a^b iTF^ -f- s/j (i -+- rfi)/rT7« -h \/^ (1 — di)irh3'^ , 

ou, en remplaçant la somme ^i -h ^3 par la racine carrée de son 
carré, 

Axo = a + ôv/TTT^4-V/c(i4-d' + /r=h3"'). 

Telle est l'expression, déjà donnée par Abel, d'une racine d'une 
équation abélienne du quatrième degré ; les autres s'en déduisent 
immédiatement en appliquant la formule (il). On vérifierait facile- 
ment que les fonctions symétriques et cycliques des racines sont 
rationnellement exprimables, quelles que soient les valeurs ration- 
nelles de a, 6, c, d. 



CHAPITRE XI 



DES ÉQUATIONS DE LA DIVISION DU CERCLE 



90. Nous avons vu dans les chapitres précédents le rôle joué par 
les racines primitives de Tunité dans la résolution algébrique de 
certaines équations ; nous allons montrer que les équations dont 
elles dépendent rentrent dans la catégorie des équations abéliennes, 
et sont résolubles par radicaux; nous entendons par là que les 
racines primitives de Téquation 

a?"» — i =0 

peuvent être calculées séparément au moyen de radicaux lorsqu'on 
suppose connues celles des équations binômes de degré moindre ; 
le calcul étant répété pour celles-ci, on voit comment les racines 
primitives de Téquation de degré m sont calculables par radicaux 
successifs. 

C'est du reste Tétude approfondie faite par Gauss de la résolution 
des équations binômes qui a conduit Abel à celle des équations qui 
portent son nom ; nous suivrons ici une marche inverse en appli- 
quant aux équations actuelles les résultats du chapitre précédent. 

Remarquons d'abord que si m = minii . . . m^ est une décompo- 
sition du nombre m en facteurs premiers entre eux deux à deux, la 
recherche d'une racine primitive d'ordre m se ramène, comme on 
le sait, à celle d'une racine primitive de chacun des ordres 
mi, m2, . . . , Wv, de sorte que si le nombre m décomposé en ses 
facteurs premiers est de la forme 

m = p'^q^ . . . , 
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il sufTil de calculer une racine primitive de chacune des équations 

a;^'-_i=0, ar*^ — 1=0, 

Pour la première par exemple, prenons une racine primitive wi de 

réquation 

X'' -- 1 =0, 

puis désignons par ^2, ^3, . . • , ^a une racine de chacune des équa- 
tions successives 

ar^ — (D^ = 0, a?'' — 0)2 = 0, . . . , a?^ — w^_i = ; 

leurs valeurs sont par exemple 

je dis que le produit 

est une racine primitive d'ordre p* ; en effet, on a d'abord 
co^* — 1=0; il suffit de voir que le produit <*> ne satisfait pas à 
réquation ar^*~* — 1=0 qui possède toutes les racines non pri- 
mitives de celle de degré p* ; or on a 

0)'' = Wj, 

qui est 9^:1, par suite w est racine primitive de l'équation de 
degré p*. On voit que le calcul de w se ramène à celui de wj et 
à l'extraction de a — 1 racines successives d'indice p ; dès lors 
il suffit de considérer le cas d'une équation binôme de degré pre- 
mier p. 

91. Les racines de cette équation, autres que l'unité, sont primi- 
tives, et de la forme 

elles satisfont à l'équation 

xP 1 

(1) f{x) = j- = xP-^-^xf^^'h..--hx*-hx + i = 0, 

X ~~~ M. 

appelée par Gauss « équation de la division du cercle pour le nom- 
bre p ». 

Elle possède la propriété d'être irréductible (*). Supposons en 
effet qu'elle ne le soit pas, et que f[x) soit le produit de deux poly- 
nômes entiers à coefficients rationnels ; d'après une proposition rap- 

(*) Comparer Nbtto, St^$tituiionentheorie^ p. 114. 



i 
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pelée au § 33, on peut admettre qu'ils sont à coefficients entiers ; 
supposons que Ton ait 

(2) f{x) = ^{xmx\ 

où o et 4^ ont leurs coefficients entiers ; pour x = i on en tire 

p = o(i)4.(i), 

de sorte qu'un des nombres qui forment le second membre est égal 
à zbl; soit <p(l) ce nombre. 
o{x) s'annulant pour une racine telle que wi, le produit 

«p(a?)ç>(ar*) . . .o{x^^) 
s'annule pour wj, wf, . . ., wf-*, c'est-à-dire pour toutes les racines 
de l'équation (1) et est divisible par f{x)\ en effectuant le calcul, 
on constate que le quotient a ses coefficients entiers, et en le repré- 
sentant par fi{x)f on a 

?{x)o{x'). . .o{xP-^) = f[x)f,{x). 

Si l'on fait dans cette identité a? = 1, il vient 

(dz l)^-* = pf,{i), 
ce qui est impossible puisque /"i(i) est un nombre entier; par suite 
l'équation (1) est irréductible. 

92. C'est une équation abélienne, car si g est une racine primi- 
tive (mod. p), les racines wj, wf,. . . peuvent être représentées par 

0), CD», CD»', . . . , Wf'^* 

ou, en posant 0(a)) = w», par 

to, 6(0)), 62(0)), . . . , 0/-2(o)) ; 
on peut par suite leur appliquer la méthode du § 78. Si nous dési- 
gnons par a une racine primitive de l'équation 

xP-^ — 1=0, 
la fonction cyclique 

Tj = 4^f-* == (o) -^ ao)ff H h a'^Sj^ff^*)^* 

est rationnelle, ainsi que les produits 

de sorte que l'on a, en se reportant aux formules (8) du § cité, 

p—i\_ T|' T, J 
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Le calcul des racines c», co^, . . . est ainsi ramené à celui d'un seul 
radical d'indice p — 1 et à celui d'une racine primitive de Téqua- 
tion binôme de degré p — 1. 

Comme f{x) et 6 ont leurs coefficients réels, la détermination de 
^V%. se ramène, comme nous l'avons vu au S 79, à la division d'un 
angle ^ en j) — 1 parties égales, et à l'extraction de la racine 
carrée d'une quantité connue U, qui est égale à la valeur absolue 
du produit réel 

En effectuant le produit indiqué au second membre, on a 



Les nombres 2, 1+^, i-H^', ..., \-\-g^^ sont, dans 
un ordre quelconque, congrus à 2, 3, . . . , ;? — 1» /> ; le dernier p 

est donné par 1 -h (/ * , car g * est la seule puissance de g 
qui puisse être ^ — 1 (mod. p)\ on en conclut que chacune des 

puissances co', 0)*-+^, . . . , w^-h?'*"^ représente une racine primitive 

de l'équation donnée, à l'exception de w*"^ * = i, et que chaque 
parenthèse est identique à la somme des racines de f[x) = 0, 

c'est-à-dire égale à — 1, sauf le facteur de a 2 qui est égal à 
p — 1 ; on a donc 

Comme la première partie est nulle et que a 2 = — i^ on a 

D'où ce résultat : 

Théorème L — Pour résoudre r équation binôme de degré pj il 
suffit : 1" de connaître une racine primitive de V équation binôme de 
degré p — 1 ; 2" rfe diviser un angle que Von peut alors construire en 
j) — 1 parties égales ; 3" de prendre la racine carrée du nombre p. 
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93. Le problème est ainsi résolu, mais on peut opérer d'une 
autre manière, et prendre d'autres révolvantes que la fonction cy- 
clique Ti, comme nous Tavons vu au § 81 ; si Ton pose 

p — 1 = mi/Wî. . .mv, 

en décomposant p — 1 en facteurs égaux ou inégaux, on peut 
déterminer w en résolvant v équations abéliennes successives de 
degrés wii, m2, . . ., wiv et adjoignant au domaine de rationalité les 
racines des équations binômes 

x'^K — 1=0, a?^i — 1 = 0, . . , a?"^ — 1 = 0. 

ai étant une racine primitive de la première, on posera 

^0 = 0) + (i)»"'' -H (1)5 *"*-}-••• , 

^1 = 0)^ -|- tO» * -H 0)5 * -|- . . . , 



y ,„ _i = 0)9 * -1- (0» * ^_ 0)9 i + 



et on formera la résolvante 

Ti = (Zo + «iXi -^ «ÎX2 -4- • • • -+- «r^'^Zm.-O^'s 
qui s'exprime rationnellement au moyen de «i et des coeflicients de 
réquation donnée. On déterminera les inconnues ^ au moyen de 
«1 et de '"yr^; leurs valeurs sont données par des formules ana- 
logues à la formule (9) du § 81. Connaissant Tune d'elles, par 

exemple '-^o, on partagera les — racines dont elle est la somme en 

rwg séries, et Ton posera 



„m,m^ . „2m,ma . 
CpO == 0) -I- 0)9 » - -1- 0)9 * ^ 4- • • • , 

«pi = 0)9 ' -I- (09 '^ 2^ ' _|_ (j^9 1^ 2 



la résolvante 

Ri = (?o-i-a2Ti + 3i|?2H har='-*cpm2-i)'''^ 

où ag est une racine primitive de Téquation a?""» — 1 = 0, s'ex- 
prime rationnellement au moyen des coefficients de l'équation 
donnée et de xo ; on déterminera alors les inconnues ^ au moyen 

de «2 et de VHï comme précédemment ; on continuera de la même 



Tïï 

manière en partageant les racines dont <?o par exemple est 

wiima 
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la somme, en m^ séries, et ainsi de suite. On peut dès lors énoncer 
le théorème suivant : 

Théorème II. — Si p est un nombre premier, et si l'on décompose 
p — 1 en un produit de la forme 

p — 1 = mim2. . .wiv, 

il suffit, pour résoudre l'équation binôme de degré p et en déterminer 
une racine primitive : 1* de calculer une racine primitive de chacune 
des équations 

x"»i — 1=0, a?'"t — 1=0, . . ., a:"'v — 1 = ; 

2° de calculer des racines successives d'indices mi, m^^ . . ., m^ de quan- 
tités s' exprimant chacune rationnellement au moyen des radicaux déjà 
formés précédemment et des racines primitives dont on vient de parler. 

On applique ordinairement ce théorème en prenant pour 
nii, wij, . . ., wiv les facteurs égaux ou inégaux de p — 1 décom- 
posé en ses facteurs premiers ; il est cependant un choix particulier 
de ces nombres que nous allons mentionner. 

Supposons que les diviseurs wii, mj, ..., m^ de p — 1 soient 
premiers entre eux deux à deux, sans être forcément premiers 
absolus ; considérons les fonctions analogues à Xo, obtenues en 
remplaçant m, par m^, . . . , m^, et désignons-les par 

y Qj = (I) -f- 0)5 ' 4- (dI? « -I- . • . ^ 
^02 = w -h w^ * -h ci>5 * + • • • , 



yo^ = (1) -f- 0)9*"^ _|- co» "'" -H • • • ; 



yoh s'exprime au moyen d'une racine primitive a;^ de Téquation 
x'^h — 1 =0 et d'un radical "VT^ portant sur une quantité qui 
dépend rationnellement de a;^. 

Formons alors l'équation fh{x, ion) = dont dépendent les 
racines dont la somme est /oa ; ses coefficients sont des fonctions 
rationnelles de cette quantité ; toutes les équations analogues, obte- 
nues en donnant à h les valeurs 1, 2, . . ., v, ont la racine commune 
u> et n'en ont aucune autre ; on obtiendra donc cette racine en cher- 
chant le plus grand commun diviseur des polynômes fh et en l'éga- 
lant à zéro ; la racine de ce commun diviseur, qui est du premier 
degré, est une fonction rationnelle des quantités xw» X02, . . ., Xov- 
On peut donc énoncer le corollaire suivant : 
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Corollaire. — Si les nombres wii, m^^ . . ., m^ dont le produit est 
égal à p — 1 sont premiers entre eux^ une racine primitive de 
Véquation binôme de degré p s'exprime rationnellement au moyen 
d'une racine primitive de chacune des équations binômes 

a?»"! — 1 = 0, a?»"» — 1 = 0, . . . , ar"'v — 1 = 
et de radicaux d'indices m^ wia, . . . , m„ portant respectivement sur 
des fonctions rationnelles de ces racines. 

Le cas le plus important est celui où les facteurs du nombre 
p — 1 sont tous égaux à 2; le nombre premier p est de la forme 
2*^-1-1, et il est nécessaire que m soit lui-même égal à 2»*^, car si 
Ton avait m == 2»*^ (2m' -+-<), le nombre 

serait divisible par 2*** -I- i et ne serait pas premier. Les racines 
primitives des équations binômes auxiliaires sont égales à — I, 
et les radicaux successifs ont tous leur indice égal à 2. On a dans 
ce cas le résultat suivant : 

Théorème III. — L'équation binôme dont le degré est un nombre 

premier p de la forme 2^^ H- 1 est résoluble au moyen d'extractions 
de racines carrées successives. 

Pour (Jt = 0, i, 2, 3, 4, on a des nombres premiers qui sont 

p = 3, 5, 17, 2o7, 65637; 

mais pour fJt = 5, le nombre obtenu n'est pas premier, car 

22' -H 1 = 4294967297.= 641.6700417, 

de sorte qu'on ne sait pas si la suite des nombres de la forme précé- 
dente contient un nombre limité ou illimité de nombres premiers . 

94. Considérons le cas où Ton décompose le nombre p — 1 en 

p — 1 
un produit de deux facteurs wii = 2 et mi = ^— - — ; nous de- 

VOUS poser 

2 4 

^Q =Z (1) -h toî' -h 0)^ + • • • , 

1 K 

^4 =r O)^ -I- wî' +0)5 + • • • , 

et former la résolvante 

T, = to - xO^ 
Ti s'exprime rationnellement au moyen des coefficients de Téqua- 
tion ; on obtiendra sa valeur en remplaçant dans le produit 4'i4';>-2 
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du § 92 a par — i , car on a a^^ = __. i et les deux facteurs de 
ce produit sont égaux à 70 — Xi ♦ nous avons de cette façon 

Comme on a d'autre part ^o + Xi = "^^^ ^^s deux inconnues 
/o et Xi ont pour valeurs 



Nous devons ensuite exprimer en fonction rationnelle des deux 
quantités précédentes les coefficients des équations 

/i(a?) = (a: — a>)(ar — a)9^)(ar — w^*) ... =0, 

fi{x) = (x — i^){x — i^^){x — (0»') ... =0, 

dont les racines entrent respectivement dans ^o et /i ; un coeffi- 
cient A de la première par exemple est une fonction entière à 
coefficients entiers de toutes les racines et a la forme 

A = «0 -h «iw + a2i3ûff + a^dj^ -h '" , 

Je dis que Ton a ai = aa = «5 = ••, et a^ = a^ = •• ; en 
effet, A ne change pas lorsqu'on remplace o) par w»*, de sorte que 

Ton a encore 

A = Oo 4- «lO)-' -h a2to" H , 

d'où Ton tire 

(as — fli )to»* -4- (a^ — 02)01»^ 4- • • • = ; 

cette équation, que Ton peut réduire au degré p — 2 par rapport 
k la racine w appartenant à Téquation irréductible /"(a?) = 0, ne 
peut avoir lieu que si les coefficients sont tous nuls, c'est-à-dire si 
Ton a ai = tta = •••, et 02 = a* = • -, ce que nous voulions 
démontrer. 

Il résulte de là que le coefficient A est une fonction linéaire à 
coefficients entiers de yo et de 71, ou bien, en vertu de la relation 
Xq-^Xi = — ^1 nne fonction de même nature de ^o; par suite 
fo(x) peut se mettre sous la forme 

f,{x) = F-+- Qxo, 

où P et Q sont des polynômes entiers à coefficients entiers ; on 
aurait fi{x) en changeant 70 en xn ce qui donne 

f,{x) = P 4- Qxi ; 
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en remplaçant xo et ^i par leurs valeurs, on peut écrire 

A(^)= Y [x+ V^(-i)%y], f,{x)= i [x-v/(-1)^;>y], 

OÙ X et Y sont encore des polynômes entiers à coefficients entiers. 
Remarquons que le premier membre f{x) de Téquation (1) est 
égal au produit fo{x)fi{x) ; on a donc l'identité 

f{x) = a?^i 4- a:^-' H hx-^i = jïx^ — {-^i)~ pY^\ 

d'où le résultat suivant : 

Théorème IV. — Lorsque p est un nombre premier^ on a identique- 
ment ;^l 

4(a?^* -h a?^-2 H v-x-^i) = X^ -^ {— i)~ pY\ 

X et Y étant des polynômes entiers à coefficients entiers, 

95. La résolution de Téquation binôme de degré m est équiva- 
lente à la solution de ce problème : Diviser la circonférence du 
cercle en m parties égales ; cela résulte de ce que si w est une 

racine de Téquation binôme égale à cos h t sin — » on a 

mm 

2A:7c . . 2kTz 

(0* = cos h- î sm — ï 

m m 

2 cos = (o* -h (0»*"'^*, 

m 

2i sin — = 0)* — cD'"-'^, 
m 



. 2A:7c / / b>^ -h (à^'-f'V 

sm — 
m 






par suite la connaissance des racines w de l'équation binôme en- 

traîne celle des lignes trigonométriques des arcs égaux à — et 

celle des points de division de la circonférence partagée en m parties 
égales, et réciproquement. On peut donc énoncer les résultats sui- 
vants : 

Pour inscrire dans une circonférence un polygone régulier d'un 
nombre premier p de côtés, il suffit de diviser la circonférence en 
j) — 1 parties égales, de diviser un arc, . que Von peut alors cons- 
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truire, en p — 1 parties égales^ et de pre7idre une moyenne propor- 
tionnelle entre le rayon et p fois le rayon. 

Si les facteurs premiers de p — 1 sont rwi, 7H2, ...,m^, il suffit • 
aussi de partager la circonférence en wii, 7?i2, . . ., wiv parties égales et 
de construire des quantités exprimées par des radicaux successifs 
d'indices wii, m^, . . . , m^. 

Il est toujours possible d'inscrire dans une circonférence^ avec la 
règle et le compas^ un polygone régulier dont le nombre des côtés est 
un nombre premier de la forme 2^** -h i . 

Considérons le cas de ;> = 5 et choisissons pour g le nom- 
bre 2; nous avons 

g^ = i, g = 2, g' = A, g' = 3 (mod.o); 

en posant 

y^ = wff -^(ù^ = 0)2 H- 0)', 

yo et 7i sont racines de Téquation 

Si Ton ne fixe pas la valeur que Ton prend pour w, le choix des 
racines y„, yj est indiflérent, mais si Ton se donne 

27: ... 27: 
to = COS -r- -h î Sm "77 ^ 

5 o 

il faut prendre 

— l-h/5" — 1 — /S" 

Xo = 2 ' ^-* = 2 

Ensuite, on a 

O) -i-to* = ^0, t*>w* = 1, 

Cj' + O)^ = ^j, 0)2(1)' = i, 

de sorte qu'on a à résoudre les équations 

ar* — /oa?+l = 0, 

x^ — yj^ -1-1=0, 
et alors on a, en choisissant comme il convient le signe du coeffi- 
cient de if 



O) 



— 1 -+- /5"-h VlO H- 2/5" 



4 

Pour p = 17, le nombre g = ^ est une racine primitive ; il 
fournit comme restes de g^, g^^ ... les nombres 

1, G, 2, 12, 4, 7, 8, 14, 16, 11, 15, 5, 13, 10, 9, 3. 

VO6T. — RÉS. AL6. il 
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Les sommes 



sonl les racines de 
Si l'on choisit pour f la valeur 



il faut prendre, comme on le voit facilement, 

ï." — 2 ' Xt — 2 

On a ensuite, au moyen de x» ^^ Xi> 



qui sont racines de 
leurs valeurs sont 



-^Wi- 



?'' — X'?' — 1 = 0; 



En se limitant à 70, et posant 



9* — o^ + ?i = 0, 
I, en «zprimant 7Î au moyen de 70, 
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de sorte que Ton a 

Il est facile de tirer de là une construction du polygone de 17 côtés 
inscrit dans la circonférence (*). 

96. Les mêmes considérations s'appliqueraient à Téquation dont 

dépend directement la recherche de cos — ; on l'obtient en ex- 

m 

primant la fonction 

au moyen de 

1 

z = x-\ 

X 

et posant x = cos a h- i sin a ; on a ainsi s = 2 cos a, Vm = 2 cos ma, 
et l'on obtient, par un calcul employé dans la théorie des équations 
réciproques, 

,-^x ^ • wi{m — 3) 

(3) 2 cos ma = z"" — mz"'-* + . ^ z'""* 

^ ' 1.2 

2ic 
Il suffit de faire a = — pour avoir Téquation ayant pour 

racines 

r.y n. 27: ^ 4lC ^ 2(m — 1)7C ^ ^TTITZ 

(4) 2 COS — 1 2 cos — » .... 2 cos -^ —f 2 cos • 

^ m m m m 

C*esi une équation abélienne, car si Ton représente par 

les m racines précédentes, Xk est une fonction de Xi donnée précisé- 

2ic 
ment par la formule (3) où Ton remplace m par k, a par — et 2 

par xi ; de plus si Ton pose pour toute valeur de A: x* = ô*(xi), 

on a 

%hkK 

(5) hH^i) = OA(ari) = 2 cos , 

de sorte que les fonctions 6 sont échangeables et Téquation est 
abélienne. On pourrait lui appliquer les procédés que nous avons 



(*) Consulter à ce sujet Ssrret, Algèbre Supérieure, U II, p. 565 ; Nbtto, Substi- 
tuUonenikeorie, p. 183 ; Bachmanii , Die Lehre von der Kreistheilung, 
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indiqués pour la résoudre par radicaux, mais cette méthode de 
résolution serait au fond identique à la recherche des racines m** de 
Tunité. 

Il est préférable de remarquer, dans le cas où m est un nombre 
impair égal à 2[jl -h 1, que les racines de la suite (4) sont Tune 
égale à -H i et les autres deux à deux égales et de signes con- 
traires. On partira de l'équation binôme 

x^v--^^ —1=0 
ou plutôt de la suivante 

(6) = x^ + x*^'^ H ha? + l = 

X — 1 

et on lui appliquera la méthode de réduction des équations récipro- 

1 

ques, en formant Téquation ayant pour racine z = a? H ; en se 

reportant à la formule (3) qui donne Yrm on a à calculer 

ce qui donne, en égalant à zéro le résultat, 

1 .2 

Cette équation, qui admet pour racines les valeurs distinctes de la 
suite (4) autres que Tunité, est encore une équation abélienne, 
d'après la propriété exprimée par l'équation (5) ; elle est alors réso- 
luble par radicaux. 

Dans le cas où m = 2[jl + 1 est un nombre premier, on recon- 
naît que les racines sont de la forme suivante, en désignant par X 
une racine primitive (mod. m) (*). 

(7) 2 cos — > 2 cos — ï 2 cos » ...» 2 cos ; 

m m m m 

en effet, les puissances X°, X*, X^ . . ., X»^-* sont des nombres dis- 
tincts de la suite 1, 2, 3, . . ., m — 1 ; il suffît de faire voir que 
les II cosinus précédents sont distincts pour affirmer que ce sont les 
racines de l'équation Uj^ = 0. 
Or si l'on avait par exemple 

âX'^ir 2X*7c ,, , ^ , 

COS = cos (A < A; ; /i, A: < a — 1), 

mm 

(*) Comparer Serret, Algèbre supérieure^ t. II, p. 560. 



I 
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on en déduirait 



± = âît, X* ± X* = m , 

771 m 

d'où 

X*(X*-'^dzi) = m; 

le nombre premier m ne divisant pas X'^ serait un diviseur de 
X*-A + i ou de X*-* — 1, c'est-à-dire du produit X»^»*— i de 
ces deux nombres; mais cela est impossible, puisque 2k — 2A 
est inférieur à m — i . 

On voit donc que les racines de U^, = sont données par la 
suite (7) ; si Ton représente la première par a?,, et par 0{xi) la fonc- 

âXîc 

tien rationnelle qui représente la valeur de la seconde 2 cos - — , 

on constate que les nombres de cette suite peuvent être représentés 
par 

ils sont les racines d'une équation abélienne simple, et nous avons 
vu précédemment comment on les exprime au moyen de radicaux. 
Dans le cas où m est un nombre pair, de la forme 2[JL-h2, les 
racines de la suite (4) sont l'une égale à -h 4, une autre égale à 
— i, et les 2[JL autres sont encore égales et de signes contraires; 
elles sont les racines de l'équation obtenue en remplaçant dans 
l'équation suivante 

/|.2jfc-f-2 A 

(8) — — = x^^-^x^'^-^ h-a^-M = 

i 

X -\ par z ; or si l'on pose x^ = t, t est fourni par une équa- 

X 

tion de degré [i analogue à (6) ; dans le cas où jx est pair, on lui 
applique la méthode précédente, et z est donné par la relation 

i 1 

X* t 

si au contraire fx est impair, l'équation en t tirée de (8) a une racine 
égale à — i, et l'on est ramené à une équation de degré fi — 1. 



CHAPITRE XII 



DES ÉQUATIONS RÉSOLUBLES IRRÉDUCTIBLES 

DE DEGRÉ PREMIER 



97. Nous avons vu que les équations abéliennes sont résolubles 
algébriquement après adjonction au domaine de rationalité de cer- 
taines racines de l'unité ; elles sont caractérisées par cette propriété 
qu'une fonction cyclique des racines est rationnellement connue ; 
nous allons généraliser et rechercher quelles sont toutes les équa- 
tions irréductibles résolubles de degré premier, en suivant la mé- 
thode indiquée par Kronecker dans ses leçons sur la théorie des 
équations algébriques professées à l'Université de Berlin, et repro- 
duites en partie dans les Monatsberichte (3 mars 1879). 

Nous considérons d'abord une équation 

(1) Aa?, R, R', R'', ...J = 

de degré premier n, dont les coefficients font partie d'un domaine 
de rationalité (R, R', R", ...), et irréductible dans ce domaine; 
comme au chapitre V, nous représenterons ses racines par 
a?o, a?!, . . . , ar„_i. Nous allons d'abord étudier l'effet produit sur cette 
équation par l'adjonction au domaine d'une ou de plusieurs fonc- 
tions cycliques de ses racines. 

En nous reportant à ce que nous avons dit sur les fonctions cy- 
cliques et métacycliques de plusieurs variables (chapitre V), nous 
n'avons à considérer pour n premier que les fonctions cycliques 
simples. Si l'on adjoint au domaine de rationalité une fonction cy- 
clique particulière, toutes les racines de l'équation donnée s'expri- 
ment rs^tionnellenjent au moyen de l'une d'elles dans le nouveau 
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domaine (§ 26) ; si donc une des racines s'exprime rationnellement, 
il en est de même des autres, et Téquation devient réductible, le 
premier membre étant décomposable en n facteurs du premier 
degré rationnels. 

On peut montrer du reste que si le premier membre f{x^ R, 
R', R", . . .) se décompose en plusieurs facteurs irréductibles lorsqu'on 
adjoint au domaine une fonction cyclique y(^o, ari, . . ., a:„_i), ce 
ne peut être qu'en facteurs linéaires ; si l'on a en effet par exemple 
un facteur irréductible 

«p(.T, Yî Rf R'i . . . ) = (^ — ^o)(a? — Xi)[x — ara) ... , 

que l'on peut encore écrire, en exprimant Xi, x^^ ... au moyen 

de xo^ 

{x — aro)[a? — Oi(a?o, t)][x— Osfaro, y)] . . . , 

et un autre 71 contenant une autre racine xn^ la substitution du 
groupe cyclique auquel appartient y ^^ remplaçant Xq par x^ ne 
change pas la valeur de 9 et la transforme en ^i; de cette façon 
chacun des facteurs irréductibles a le même degré et ne peut être 
que du premier degré, puisque n est premier. 

Ainsi donc, après l'adjonction au domaine de rationalité d'une 
fonction cyclique particulière, l'équation reste irréductible ou se 
trouve décomposée en facteurs linéaires, c'est-à-dire résolue. 

98. 11 y a (n — 1)! valeurs algébriquement conjuguées d'une 
fonction cyclique, correspondant à (n — 2) I groupes distincts et 
appartenant n — 1 à n — 1 au même groupe ; il est impossible 
que l'équation se trouve résolue lorsqu'on adjoint une fonction 
appartenant à chacun des (n — 2) ! groupes distincts, et il existe 
au moins une fonction cyclique dont V adjonction laisse V équation 
irréductible. 

En effet, supposons pour plus de généralité que l'équation donnée 
soit spéciale et possède un groupe G auquel appartient algébrique- 
ment et numériquement une fonction o(a?o, Xi, ...,ar„_i) et soit 
Ti(^o, ^u .. ,a?„_i) une fonction cyclique dont l'adjonction rend 
l'équation réductible en facteurs linéaires 

f(x) = [a? — Ro(o, Yi)][^— R-iC?» Ti)]- • • 
Formons le produit 

F{x) = U,[x - R<,(cp, Y.)] 
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étendu à toutes les valeurs algébriquement distinctes que prend 71 
pour toutes les substitutions du groupe G; c'est une fonction 
appartenant au groupe de Téquation, et exprimable rationnellement; 
Téquation F(a?) = ayant une racine commune avec la proposée» 
F (a?) est divisible par f{x) qui est irréductible, et se décompose en 
général en plusieurs facteurs dont Tun est f[x) ; si 

f{x) = [a: — Ro(cp, ^(,)][x — Ro(cp, Yx)] . • , 
f,{x) = [a: — Ro(c?, Y?)][a? — Ro(o, ïs)] . . . , 



sont les facteurs irréductibles de F(a?), les substitutions du groupe G 
doivent transformer f{x) dans chacun des autres facteurs, et 
comme elles laissent f[x) invariable, tous les facteurs sont iden- 
tiques, de sorte que Ton a 

Y{x) = f[xf\ 

on en conclut que le nombre des valeurs algébriquement distinctes 
de Yi entrant dans le produit ¥[x) est égal à Xn, et Tadjonction de 
chacune d'elles produit une décomposition de /"(ar), c'est-à-dire la 
résolution de l'équation proposée. 

S'il y a d'autres valeurs algébriquement distinctes des Xn précé- 
dentes parmi les (n — 1)1 valeurs possibles de yi» produisant une 
réduction de f[x)^ un raisonnement analogue montre qu'on peut les 
ranger en séries distinctes, contenant chacune un nombre de fonc- 
tions multiple de n, celles de chaque série se déduisant de l'une 
d'entre elles par les substitutions de G; comme (n — 1) ! n'est 
pas divisible par n, on voit qu'il y aura au moins une fonction 
cyclique des racines dont l'adjonction laisse l'équation irréductible. 

Soit Y(a?o, a?i, . . .,a?n_i) une telle fonction laissant f{x) irréduc- 
tible ; supposons qu'elle appartienne à un groupe cyclique tel que 

C = [Si = (a?aa?i...a?„_,), S»,..., S""», S" = 1] ; 

le groupe G de l'équation doit contenir G comme sous-groupe, ou 
lui être identique. Supposons en effet que cela n'ait pas lieu ; en 
adjoignant au domaine de rationalité la fonction y? ^^ fonction 
UY + t^, où ^ appartient au groupe G, est rationnelle dans le 
nouveau domaine, et appartient au groupe G^ formé des substitu- 
tions communes à G et à 6 ; Tordre de ce groupe G' étant diviseur 
de n ne peut être rnnité^ car Téquation serait résoluble, la fonc- 
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tien de Galois devenant rationnellement exprimable ; il ne peut être 
que n, et G doit se confondre avec G ou le contenir comme sous- 
groupe, de sorte que Ton peut énoncer le théorème suivant : 

Théorème I. — Le groupe d'une équation irréductible de degré pre- 
mier est un groupe cyclique ou doit contenir au moins un tel groupe 
comme sous-groupe. 

Il renferme le groupe de toute fonction cyclique dont Vadjonction 
laisse l'équation irréductible. 

99. Supposons maintenant que Téquation irréductible 

(i) Ax,R', R^R^ ...) = o, 

dont les coefficients font partie du domaine défini par les paramè- 
tres indépendants R', R', ..., et dont le degré n est premier, soit ré- 
soluble algébriquement. 

Considérons une fonction cyclique telle que yi(xo, ar,, .. ., a?„_,) 
appartenant au groupe Ci dérivé de la substitution 

S| = I s 3 + 11 (mod. n) 

et de ses puissances ; nous avons vu que parmi les (n — 1) ! grou- 
pes auxquels appartiennent les valeurs conjuguées de Y,, il en existe 
n — 1 identiques à Cj ; ce sont les groupes Ci, C2, . . . , Cn^i déri- 
vés respectivement de 

SjS, = |z tz-^-i] (mod. n) (« = 1, 2, . . ., n — 1); 

les autres groupes se partagent de même en séries de n — 1 grou- 
pes identiques ; on les obtient en laissant dans Ci les éléments xo 
et Xi invariables et effectuant sur les n — 2 autres Xj, ara, ..., x„_i 
toutes les substitutions possibles. A ces (n — 2) I groupes appar- 
tiennent les valeurs conjuguées que nous désignerons par 

YI1 ÏSi • . •» ï(n-2)!. 

Adjoignons au domaine de rationalité chacune de ces fonctions 
cycliques et désignons par 

f{x, 71) =î 0, f{x, yO = 0. • • • 1 A^i ï(n-j)0 = 

ce que devient Téquation donnée après chacune de ces adjonctions ; 
nmie aUons montrer qu'une seule de ces équations reste irréduc- 
tiUa, ce que nous énoncerons sous la forme suivante : 
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Théorème II. — Une équation iiréductihh et résoluble de degré pre- 
mier ne peut rester irréductible par V adjonction déplus d'une fonction 
cyclique. 

Je suppose que Téquation (1) soit résoluble et reste irréductible 
lorsqu'on adjoint au domaine deux fonctions cycliques 

(2) Tl(^Oi ^ii • . M ^n-Ot 

appartenant à deux groupes différents Ci et C,- dérivés respective- 
ment des substitutions 

S/ = [x,^Xi^. , .Xi^^) 

et de leurs puissances ; on peut toujours supposer que dans S, les 
deux premiers éléments ar,-^ et Xi^ sont identiques à a:o et x^. 

En nous reportant à la chaîne d'équations (2) du § 64, la première 
équation 

(4) V?v = F,(R', R\ . . . ) 

est une relation entre les racines a?Oî ar,, ..., Xn-\ de Téquation (1) 
lorsqu'on remplace Vv par sa valeur en fonction de ces racines et 
des racines de l'unité, et l'on sait qu'elle reste satisfaite lorsqu'on 
effectue sur les racines les substitutions du groupe de l'équation 
(§ 47). D'après le théorème I, le premier membre de l'équation (4) 
reste invariable pour les substitutions des groupes cycliques Ci et C,. 
auxquels appartiennent les fonctions (2) et (3), par suite, si l'on 
écrit la fonction Vv sous la forme 

lorsqu'on augmente chaque nombre k d'une unité, ou bien chaque 
indice ik d'une unité. Comme les nouvelles valeurs de Vv ne diffè- 
rent de la première que par une racine pt de l'unité, on aura, en 
désignant par to une racine primitive de l'équation ./?^'v — 1=0, 

(5) Vv(. . .Xij^, . .) = w'*Vv(. . . a?ij^_^^ . . . ) = w*Vv(. . 'SCif,^i> . .) 
et, en répétant respectivement a et 6 fois ces substitutions, 

Pour a et 6 égaux à n, on doit avoir nr^O et n5^0(mod./9v)i 
puisque la fonction Vv reprend sa valeur primitive. On peut tou- 



ÉQUATIONS RÉSOLUBLES DE DEGRÉ PREMIER 171 

jours supposer, comme nous l'avons dit, que io = et i, = 1 ; 
en donnant à 6 la valeur i^, on obtient 

d'où la relation 

(6) V,( . . . Xi^^ . . . ) = to('a*-«'-)V,( . . . Xij^^^ . . . ). 

Si Ton considère la substitution 

^ / *a ^a-f-l • • • ^a-i-k ' ' ' \ 

\*a ■+- io ia + *1 ... ia -^ h . • • / 

remplaçant ik-^ par ik-hiai lorsque k varie de à n — 1, 
elle laisse invariable ia, puisque io = 0, et ne porte que sur 
n — 1 éléments ; son ordre, que nous désignerons par t, divise 
(n — 1) ! et est premier avec n ; après t applications successives de 
2 aux deux membres de la formule (6), on obtient au second mem- 
bre la valeur primitive de la fonction V^, de sorte que l'on a 

t{iaS — ar) ^ (mod. )\). 

Considérons alors les trois congruences 

nr ^0, ns ^ 0, t{iaS — ar) ^ (mod. p^). 

Si r et 5 ne sont pas ^ 0, il faut que p^ = n, et comme t est pre- 
mier avec n, que i> ^ ar pour toute valeur de a ; en particulier, 
pour a = 1 on a t'a = i, d'où s ^r et par suite ia ^ a quel 
que soit a; mais cela est impossible puisque les substitutions fon- 
damentales S| et S, des groupes auxquels appartiennent les fonc- 
tions (2) et (3) sont distinctes. 

Il faut alors que r et « soient ^ ; l'équation (5) montre dans 
ce cas que la fonction V^ est, comme Vfv, invariable pour les 
deux groupes cycliques Ci et C, ; en passant à l'équation suivante 

VV = F^i(V„ R\ R^ ...), 

le second membre appartient à la fois à ces deux groupes, et le 
même raisonnement montre que Vv_i jouit de la même propriété ; 
on peut continuer ainsi jusqu'à la racine Xq et l'on voit qu'elle s'ex- 
prime rationnellement au moyen de Yi ou de y» ; mais cela est impos- 
sible car f{x) aurait alors un facteur x — Xq rationnellement 
exprimable dans le domaine primitif auquel on adjoindrait yi ou yc» 
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et réquation (1) ne resterait pas irréductible après adjonction de yi 
ou de Yi contrairement aux hypothèses faites sur ces fonctions, par 
suite le théorème est démontré. On en déduit le corollaire suivant. 

Corollaire. — Si le groupe d'une équation irréductible de degré 
premier contient comme sous-groupes deux groupes cycliques distincts^ 
réquation n'est pa^ résoluble algébriquement, 

100. Nous allons démontrer la réciproque : Toute ^équation irré- 
ductible de degré premier est résoluble algébriquement si parmi les 
(n — 2)! groupes cycliques distincts^ il n'en existe qu'un dont les 
fonctions laissent, après leur adjonction^ l'équation irréductible. 

Soit Yi(aro, Xi^ ..., a?n~t) une fonction cyclique jouissant de cette 
propriété de laisser, après son adjonction, Téquation irréductible ; 
on peut supposer les indices des racines choisis de façon que cette 
fonction reste invariable pour la substitution 

et ses puissances ; il existe n — 1 valeurs conjuguées de yi s'ex- 
primant rationnellement au moyen de Tune d'elles, et leurs fonc- 
tions symétriques et cycliques dans un certain ordre appartiennent 
au groupe métacyclique 

(M) |z az + M (mod.n) {;j,'/,%-';-l, 

Je dis que les fonctions appartenant à ce groupe sont rationnelle- 
ment exprimables au moyen des éléments du domaine de ratio- 
nalité. 

Considérons Téquation F(y) = de degré (n — 1) ! ayant 
pour racines les (n — 1) ! valeurs conjuguées de yi ; désignons par 
ïii ïî» "M ïn-i celles qui appartiennent au même groupe ; un fac- 
teur irréductible de F(y) ne peut s'annuler à la fois pour une des 
n — 1 valeurs précédentes et pour une des autres, par exemple y„, 

car si 

Fi(ï) = (y - ïiXï — Tn) . . . 

est un tel facteur irréductible, une de ses racines yn produit par son 
adjonction au domaine de rationalité une réduction de /"(a?, R', R'', ...), 
il en est alors de même des autres, comme nous l'avons vu au § 39, 
et en particulier de yi, ce qui est impossible. 
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Par suite les valeurs yi, ^2, ..» ïn-i doivent entrer, à Texclusion 
des autres, dans un ou plusieurs facteurs irréductibles de F(y), de 
sorte que le produit 

(ï — ïO'ï— T2)...(7 — 7n-i) 

a ses coefficients rationnels ; par suite les fonctions appartenant au 
groupe M font partie du domaine de rationalité. 

Mais nous avons vu au § 28 que les fonctions yi, 721 •-.» ïn-i sont 
telles qu'une fonction cyclique particulière de ces valeurs appar- 
tienne au groupe métacyclique ; par suite on peut, dans le cas actuel, 
les déterminer en résolvant une équation abélienne de degré n — 1 ; 
une nouvelle équation abélienne de degré n donne les racines de 
Inéquation proposée, qui se trouve ainsi résolue algébriquement. 
C'est aussi ce que nous avons vu en exposant les recherches de La- 
grange (§ 62). On peut énoncer le théorème suivant : 

Théorème III. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'une 
équation irréductible de degré premier soit résoluble algébriquement 
est qu'il existe une fonction métacyclique faisant partie du domaine 
de rationalité ; la résolution de Véquation déj)end alors en général de 
deux équations abéliennes successives. 

Il est évident que les équations abéliennes rentrent comme cas 
particulier dans la catégorie précédente. 

Corollaire. — Le groupe d'une équation irréductible de degré pre- 
mier résoluble algébriquement est le groupe métactjclique ou un de ses 
sous-groupes . 

101. Nous avons démontré au § 31 que chacune des quantités 
aro, aTj, ..., Xn-i est une fonction rationnelle de deux d'entre elles et 
d'une fonction métacyclique ; on peut donc énoncer le résultat sui- 
vant : 

Théorème IV. — Chacune des racines d'une équation irréductible et 
résoluble de degré premier est une fonction rationnelle de deux racines 
particulières quelconques, les coefficients de cette fonction faisant par- 
tie du domaine de rationalité. 

Nous allons démontrer la réciproque : 

Si les racines d'une équation irréductible de degré j)^^i^^^'^ ^ont 
fonctions rationnelles de deux d'entre elles, l'équation est résoluble 
a Igébriquemen t . 
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Soient 
Xî = 62(0^0, a?i), X3 = 03(aro, a-,), . . . , x„_i = e„_i(a?o, a?i) 

les expressions des racines a?2, a?3, ..., a?„_i au moyen de xq et a?i, et 

G = (Si = 1, 82^ Sa, . . . , Sr) 

le groupe de l'équation; toute substitution de ce groupe laissant 
xo et Xi fixes ne peut changer aucun autre élément ; on en conclut 
qu'il ne renferme pas deux substitutions distinctes amenant Xq et Xi 
à des places déterminées dans la suite Xo, ar^, ...^ x„^^. Supposons en 
effet que S» et Sp soient deux substitutions remplaçant x,^ et Xi 
par Xq et Xi ; le produit SaS^* laisse xo et Xi fixes et se réduit à 
l'unité, de sorte que S» et Sp ne peuvent être différentes. 

Les substitutions de G, sauf l'unité, doivent changer au moins un 
des deux éléments xo, Xi, et il y a n{n — 1) manières de placer 
ceux-ci ; si les substitutions S produisent tous les changements 
possibles de xq et a?i, on a r =1 n{n — i); plus généralement, 
considérons le groupe G et le groupe formé des substitutions 

Si, S2, . . ., S(„_2)! 

laissant xo et Xi invariables et permutant Xi, a?3, . . ., x„_i de toutes 
les manières possibles. Formons un tableau analogue à celui du § 6, 
constitué par les lignes 

SiSa, SaSa, . . ., S,S. [a = 1, 2, . . ., (n-2) !] ; 

les substitutions qu'il renferme sont distinctes, car celles d'une 
même ligne le sont, et si l'on avait d'autre part 

le produit Sj^^S^ = 2pS~^ serait une substitution de G laissant Xq et 
Xi fixes et se réduirait à l'unité, ce qui est impossible. 

D'autre part, ce tableau renferme toutes les substitutions amenant 
Xq et Xi aux places qu'ils occupent simultanément par l'effet des 
substitutions S, et a?2, a?3, . . . , x„_i aux autres places dans un ordre 
quelconque ; par suite il est constitué par les substitutions d'un 
groupe dont l'ordre est égal à r{n — 2)!. Comme cet ordre doit 
diviser ni c'est-à-dire le produit n{n — l)(n — 2)1, on voit que 
l'ordre r du groupe G est un diviseur de n{n — 1) . 

Ce groupe doit contenir, comme sous-groupe, au moins un groupe 
cyclique, d'après le théorème I ; je dis qu'il ne peut en contenir 
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deux. Supposons en effet qu'il contienne les deux groupes 

C| = [Si = {xqXiX2, . .a,n_,), SJ, . . . , Sï = i], 
C, = [T, = {x^iXi^. . ,Xi^J, Tî, . . . , Tï = 1] ; 

les substitutions SJTf sont toutes distinctes, car si Ton avait 

SÎT? = SïTî, 

on aurait Tf"^ = Sj"* et, r étant choisi de façon que 

r(p — 8) = 1 (mod. n), 

on en déduirait 

T, = S,^^-*)^, 

de sorte que Ti ferait partie du groupe Ci, ce qui est impossible 
puisque ces groupes n'ont aucune substitution commune ; par suite 
le groupe G contenant Q et Q a un ordre au moins égal à n^, et 
c'est impossible puisque cet ordre doit diviser n{n — 1). 

On conclut de là, d'après ce que nous avons vu précédemment, 
que l'équation est résoluble algébriquement. 

Une équation irréductible de degré premier dont les racines s'ex- 
priment rationnellement au moyen de deux d'entre elles s'appelle 
une équation de Galois (*). On peut dès lors énoncer les résultats que 
nous venons d'obtenir sous la forme suivante : 

Théorème V. — Pour qu'une équation irréductible de degré premier 
soit résoluble algébriquement^ il faut et il suffit qu'elle soit une équa- 
tion de Galois. 

102. Comme exemple de ce qui précède, l'équation binôme géné- 
rale de degré premier 

f{x) = x--^Cn{R\R\ ...) = 0, 

telle que c„ ne soit pas la puissance n*' exacte d'une fonction du 
domaine de rationalité, est une équation de Galois. 

Elle est d'abord irréductible, car sinon le théorème du § 65 mon- 
trerait que Cn est une puissance n« exacte, contrairement à l'hypo- 
thèse ; de plus si ses racines sont 



(*) Galois, Œuvres mathématiques. Journal de Liouville^ 1846. 



176 RÉSOLUTION ALGÉBRIQUE DES ÉQUATIONS 



Xi Y 



où to est une racine n« de l'unité, on a 

k = XqI- 

de sorte que chaque racine est une fonction rationnelle de Xq et Xi. 

L'équation est donc résoluble au moyen de radicaux ; ses racines 

sont du reste le produit du radical Vc^ par les racines n** de l'unité 

qui sont elles-mêmes, comme on le sait, exprimables au moyen de 

radicaux. 

a 
Un autre exemple est fourni par l'équation qui donne tg — 

connaissant tg a ; elle a en effet pour racines les valeurs 

a a -h ic a 4- 27t 

^0 = tg -;r » a?. = tg î 072 = tg » . . , 

n n n 

qui donnent lieu aux relations 



TZ Xi Xo 



tg- = 



n 1 -^ q:^Xo 



î 



Xk-i -I- tg — 
n 
Xk = » 

1 — OTa-I tg — 

n 
de sorte que Xjc est fonction rationnelle de Xq et a?i. Dans le cas de 
n premier, l'équation est irréductible et se résout par suite au 
moyen de radicaux. 

Lorsque l'on adjoint tg — au domaine de rationalité, l'équa. 

tion est abélienne, comme nous l'avons vu au § 82, car chaque 
racine est la même fonction rationnelle de la précédente. 

103. Nous donnerons pour terminer l'expression des racines 
d'une équation irréductible et résoluble de degré premier. 

Nous avons vu au § 87 que les racines xq^ xi, . . . , a?„_i d'une 
équation de degré premier n s'expriment au moyen des fonctions 



w— 1 



^*=i: 



lù^Xr 



par la formule 

n— 1 n— 1 



nxi = ^ lù-^^'^^k = 4^0 -^ ^ ^~^^^k ; 

fc=0 k=l 



i 
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tout revient à calculer les fonctions ^, Nous prendrons une racine 
primitive (mod. n) que nous désignerons par g^ et nous suppose- 
rons que ^"~* — 1 ne soit pas divisible par n^ ; si nous posons 
k =: g'i^ q est appelé l'indice de k, ce que Ton écrit sous la forme 
q = ind. k. 

Nous avons remarqué que les fonctions ^hAT^'» que nous avons 
désignées par «p^, sont des fonctions cycliques des racines ; nous 
considérerons ici les fonctions analogues 

Vi = V^fr^^» (^ = 1,2, . . . , n — 1) ; 

ce sont des fonctions cycliques de a?o, ari, . . ., Xn-\ appartenant au 
même groupe, et s'exprimant rationnellement au moyen de Tune 
d'elles. Une fonction cyclique des n — 1 quantités y est une fonc- 
tion métacyclique des racines a?, et par suite s'exprime rationnelle- 
ment au moyen des coefficients de l'équation; on peut ajouter 
qu'elle est indépendante de la racine w^ car le changement de w en 
ta'J transforme simplement yi en yi^ù par conséquent yi, î/a, -v 2/n-t 
sont les racines d'une équation abélienne de degré n — 1 dont les 
coefficients sont rationnels et dépendent seulement de ceux de 
l'équation. 

Si Ton forme le produit 

,, ,.,7 «.î?- flif/"~^ 

— Uaya—iya—2» • • «/a— n-»-2 i 

il se réduit à 4^^^"^""* ; si l'on pose — = — sn-h g^, où les 

deux nombres 5 et ^ sont convenablement choisis, le second étant 
positif, le produit P est la n« puissance de ^'V'*"^. Comme on a 

tf\i .1/1/ . 'Êi'j^^ 
f ' 

il en résulte l'égalité suivante 



^gaA-h = ^ga t/a-H'!/â-+^l . • • !/2+l ^ 



^n^ = ^Xy^yl-¥b-i^ . -yti^ "" - 



Le facteur de P ** au second membre est une fonction cyclique 
que l'on peut exprimer en fonction rationnelle de y a] si on la 
représente par F(ya), il vient 

les indices et les exposants peuvent être réduits à leur plus petit 
reste positif (mod. n), en modifiant la fonction F. 

VOGT. — RÉS. ALQ. 12 
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Cette fonction est indépendante de w, car le changement de w 
en oi^ revient à augmenter a d'une unité ; comme la formule pré- 
cédente est vraie quel que soit a, les coefficients de F ne peuvent 
être altérés par ce changement. 

Nous avons ainsi déterminé les fonctions ^ ; remarquons toute- 
fois que les quantités y, qui sont racines d'une équation abélienne 
de degré n — 1, ne sont pas entièrement déterminées, et qu'on 
peut représenter par t/i l'une quelconque d'entre elles, les autres 
étant déterminées par cela même ; nous pouvons donc sans incon- 
vénient remplacer au second membre a par a-h b et poser 
a-h b = q = ind. k. D'autre part un des facteurs du second mem- 
bre tel que t/ïI» peut encore s'écrire j/^nd. k - ind. ^ ou j/^nd. — ^ 
si P ^ S'* (mod. n) ; on peut donc écrire finalement 

n— 1 r 

Telle est la formule donnée par Kronecker et reproduite dans 
Y Algèbre supérieure de Serret; les quantités y sont les racines d'une 
équation abélienne de degré n — 1 à coefficients rationnels et F 
est une fonction rationnelle. 

On démontre que les racines déterminées au moyen des fonctions 
précédentes par la formule 

n— 1 

nxi = ^ i^i'^^^k 

sont celles d'une équation résoluble de degré n quelle que soit la 
fonction F et l'équation abélienne dont j/i, y 2^ . . ., yn-i sont les 
racines. 

Par exemple dans le cas de n = 5, prenons pour racine primi- 
tive le nombre ^ = 2 ; on a 

^« = i, .9 = 2, g' = A, 5f' = 3, g' = i (mod. 5), 
de sorte que Ton obtient 

I j_ 3 4 

4^1 =F(y4)y4"2/3'!/i"^y8"^, 

et des expressions analogues pour ^/j, ^z et <}/4 ; j/i, T/2, y 3 et j/4 ont 
les valeurs que nous avons déterminées au § 89 en cherchant les 
racines d'une équation abélienne du quatrième degré. 



.i 



CHAPITRE XIII 



DU GROUPE D'UNE ÉQUATION 



104. Nous avons vu au § 45 que chaque équation est caractérisée 
par un groupe particulier de substitutions G satisfaisant aux condi- 
tions suivantes : 

Toute fonction des racines numériquement invariable pour les 
substitutions du groupe s'exprime rationnellement au moyen des 
éléments du domaine de rationalité, et, réciproquement, toute 
fonction des racines s'exprimant rationnellement reste numérique- 
ment invariable pour les substitutions du groupe. 

L'étude de ce groupe est le fondement des recherches de Galois 
sur les équations algébriques, et le Traité des Substitutions de 
M. Jordan, où elles sont exposées en même temps que celles de Tau- 
tour, montre Theureux parti que Ton peut tirer de la théorie des 
groupes dans les recherches algébriques ; nous n'exposerons pas 
ici tous les résultats donnés par M. Jordan, et nous renverrons à 
son œuvre magistrale ceux qu'intéressent ces questions difficiles ; 
nous ne pouvons cependant nous dispenser d'indiquer les princi- 
pales applications de la théorie des groupes à l'étude des équa- 
tions. 

Nous avons démontré au § 48 le théorème suivant : 

Théorème 1. — Toute équation irréductible a son groupe transitifs 
et réciproquement. 

Nous énoncerons encore la propriété suivante : 

Théorème II. — L'ordre d'un groupe transitif est un multiple de 
son degré. 
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Considérons en effet les substitutions laissant un élément tel que 
Xi invariable, et désignons-les par Si, S2, ...jSr'*, d'après la pro- 
priété du groupe d'être transitif, il existe au moins une substitution 
Sj remplaçant Xi par X2, et de même des substitutions Sa, . . . , S„ 
remplaçant Xi par ^3, . . . , x». En représentant par S, la substitution 
unité, formons le tableau 

SiSi, S2S1, ..., Sr'Si 
Si2<2, 02^21 • • • » Sr'^2 



SiS„, S22„, . . . , Sr'^n 

analogue au tableau (4) du § 6 ; en répétant un raisonnement connu, 
on voit que les substitutions de la seconde ligne sont distinctes et 
distinctes des premières, remplacent Xi par arg, et que ce sont les 
seules jouissant de cette propriété ; de la même manière celles de 
la troisième ligne remplacent a?i par Xa, et ainsi de suite. Ce tableau 
renferme toutes les substitutions du groupe donné, de sorte que 
Tordre de ce groupe est égal à /n ; on voit quMl est un multiple du 
degré n. 

Si / est égal à l'unité, il n'existe aucune substitution laissant un 
élément quelconque invariable, à part la substitution unité, et réci- 
proquement ; on peut donc énoncer ce corollaire : 

Corollaire. — Un groupe transitif dont Vordre est égal au degré ne 
renferme aucune substitution autre que l'unité laissant un élément 
invariable, et réciproquement ; il contient une et une seule substitution 
remplaçant un élément par un autre donné à l'avance arbitrairement. 

Un groupe cyclique composé d'une substitution circulaire et de 
ses puissances jouit de la propriété que nous venons d'énoncer. Un 
autre exemple nous est fourni par la considération de l'équation 
résolvante de Galois ; nous avons vu qu'à chaque groupe G d'or- 
dre r relatif à une équation de degré n correspondent r valeurs 
"^if 4^2, . . . , 'l'r de la fonction de Galois, constituant les racines de 
l'équation résolvante (§ 45 et 46) ; à chaque substitution du 
groupe G effectuée sur les éléments a:i, Xi, . . ., x„ correspond une 
substitution effectuée sur les r éléments <}/ ; les r substitutions 
ainsi formées sur ces derniers sont celles d'un groupe G' dont 
l'ordre est égal au degré, et jouissent des propriétés énoncées dans 
le corollaire précédent. 
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Les deux groupes G et G' ont entre eux une dépendance mutuelle 
caractérisée par ce fait qu'à chaque substitution de Tun correspond 
une et une seule substitution de l'autre, et au produit de deux 
substitutions du premier correspond le produit des deux homo- 
logues du second et réciproquement. Deux tels groupes sont appelés 
isomorphes ; on peut donc dire que tout groupe transitif d'ordre r 
est isomorphe à un groupe de même ordre, dont l'ordre et le degré 
sont égaux. 

105. Une propriété des groupes transitifs est la primitivité ou la 
non-primifivité. On dit qu'un groupe transitif G est non-primitif si 
Ton peut ranger les éléments Xi, x^^ ..., Xn en plusieurs séries 
d'un même nombre de lettres 

telles que chaque substitution du groupe permute entre elles les 
lettres de chaque série ou les remplace toutes par celles d'une autre 
série ; le groupe sera dit primitif s'il n'est pas possible de grouper 
les éléments de cette façon. 

Un groupe de degré premier est primitif ; un groupe cyclique de 
degré composé n, formé par les puissances d'une substitution cir- 
culaire d'ordre n est non-primitif ; soit par exemple pour six élé- 
ments le groupe cyclique 

G = [1, [XxX2X:iX^;X.^X^), [x^Xj^X-^ix^ai^), {x^XK)[X3Xr^[X:iX^), 

[x^x-J£:i){x^x^;x^), [XiX^x-^xa^x^)] ; 

on peut prendre les deux systèmes (a?i, x^y xs), (ors, a?4, x^) ou bien 
encore les trois systèmes {x^^ xC)^ [x^^ x^)^ (iPa, ^e); ils jouissent de 
la propriété énoncée relativement aux substitutions du groupe G. 

Les substitutions d'un groupe non primitif peuvent être mises 
sous forme d'un tableau de la manière suivante : Composons une 
première ligne au moyen des substitutions qui laissent les éléments 
de chaque série invariables, ou les permutent entre eux, mais non 
avec ceux d'une autre série ; soient 

ces substitutions. Soit maintenant I2 une substitution changeant 
au moins un élément d'une série dans un autre d'une autre série ; 

les produits 

S1S2, S2S2, . . . , Sj-'So 
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sont distincts Tun de Tautre et des premières substitutions ; ils 
formeront une deuxième ligne ; si toutes les substitutions ne sont 
pas épuisées, on prendra une nouvelle substitution S3, et les pro- 
duits de Si, S2, ..., S/ par S3, et ainsi de suite; en répétant un 
raisonnement connu, on peut mettre toutes les substitutions sous 
forme d'un tableau identique au tableau (4) du § 6 ; Tordre r du 
groupe est égal à Vp. 
On peut ajouter que le groupe 

Gi = (SiS2. . .Sr') 

est un sous-groupe invariant de G, de sorte que tout groupe non 
primitif est en même temps composé. De la même manière, les 
groupes Hi, H2, ... formés des substitutions qui ne changent que 
les éléments de chacune des séries successives, en laissant inva- 
riables ceux des autres, sont des sous- groupes invariants de G et 
de Gi et sont semblables. 

106. Théorème III. — L'équation de degré rriim^ que Von obtient 
en éliminant y entre deux équations irréductibles ^ 

(i) ?2(y) = !/"*2 -h a^xfh-^ 4- . . . 4- a^^ =. 0, 

(2) cpi(x, y) = x-^i -h 6i(y)a?-i-* Hh • • • 4- 6„.,(î/) = 0, 

a un groupe non primitif, et^ réciproquement^ toute équation de groupe 
non primitif est le résultat d'une semblable élimination. 

Soit, en effet, y^ une des racines de l'équation (1) ; l'équation à 
laquelle satisfait x est 

(3) f{x) = n,cp,(x, y^) = 0. 

Soient x^i, x^2y ...1 ^zm^ les racines de ^i{x, j/a) = ; toute 
fonction symétrique F^ de ces racines est rationnellement expri- 
mable au moyen de y» et toute fonction symétrique de F,, F2, . . , 
Fa, . . . , Fm est rationnelle dans le domaine des coefficients de 
l'équation (1); par suite toute fonction des racines restant inva- 
riable quand on effectue les substitutions qui changent, entre elles 
les racines de chacune des séries 

(4) a?3il, a?a2î . . . , ^awi, (•* = *1 2, . . . , m2) 

ou les permutent avec celles d'une autre série, et cela de toutes les 
manières possibles, est rationnellement exprimable; le groupe com- 
posé de ces substitutions n'est pas primitif; comme les fonctions 
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des racines qui lui appartiennent sont des fonctions rationnelles des 
coefficients de Téquation, il est identique au groupe de Téquation (3) 
ou le contient comme sous-groupe ; dès lors ce dernier jouit de la 
même propriété. 

Réciproquement, soit G un groupe non primitif relatif à une 
équation irréductible, et soient (4) les m^ séries de mi éléments qui 
entrent dans les substitutions du groupe ; considérons les fonctions 
symétriques des racines de chaque série 

elles restent invariables ou se permutent les unes dans les autres 
par les substitutions de G ; par suite le produit 

?2(2/) = (v -yi)(y — 2/2)- • '{y -ym^) 

est invariable pour le groupe G et a ses coefficients rationnels dans 
le domaine. Lorsqu'on a déterminé une racine ?/«, on peut calculer 
toutes les fonctions symétriques des racines x^u ^a2, ... et former 
Téquation 

?i(^» !/a) = 

dont elles dépendent. Comme on a 

f{x) = n.cpi(ar, y,), 
Téquation donnée résulte de l'élimination de y entre deux équations 
de la forme (1) et (2). 

Nous avons rencontré un exemple d'une équation dont le groupe 
n'est pas primitif lorsque nous avons résolu l'équation abélienne 
simple de degré composé n . Le groupe de cette équation est formé 
de la substitution circulaire d'ordre n et de ses puissances ; il n'est 
pas primitif, et si n = mim2, la résolution de l'équation se fait 
au moyen de deux équations successives de degrés wii et m2. Le 
groupe d'une équation abélienne quelconque de degré composé 
jouit de la même propriété. 

107. Considérons une équation de groupe G, ©(xi, x^, ..., a?„) 
une fonction des racines appartenant au groupe, et ?i(ari, X2y . . . , Xn) 
une autre fonction quelconque des racines appartenant numérique- 
ment à un groupe Gi, ; lorsqu'on adjoint cette deuxième fonction 
au domaine de rationalité, c'est la fonction u^ -+- Wicpi qui est ra- 
tionnellement exprimable dans le nouveau domaine, et toute autre 
jouissant de cette propriété peut être exprimée rationnellement au 
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moyen de «cp4-w,çi et des coefficients; il en résulte que le 
groupe de Téquation est celui de cette dernière fonction, et il se 
compose des substitutions communes aux groupes G et Gi. Plus 
généralement, l'adjonction de plusieurs fonctions des racines au do- 
maine de rationalité réduit le groupe de Téquation aux substitutions 
communes au groupe primitif et à ceux auxquels appartiennent 
les fonctions adjointes. 

On voit de cette façon quel effet produit sur une équation l'ad- 
jonction de racines d'équations résolvantes successives ; l'équation 
reste irréductible ou se réduit suivant que le nouveau groupe est 
transitif ou non. Le problème de la résolution d'une équation géné- 
rale ou spéciale peut alors être envisagé de la manière suivante : 
Chercher des fonctions des racines fournies par des équations résol- 
vantes, dont l'adjonction réduise peu à peu le groupe de l'équation 
à la substitution unité ; lorsque ce résultat est atteint, l'équation est 
résolue, car la fonction de Galois dont le groupe est constitué par 
cette seule substitution est déterminée, et l'on en déduit les racines 
elles-mêmes. 

C'est précisément la marche que nous avons suivie dans la réso- 
lution des équations du troisième et du quatrième degré par la mé- 
thode de Lagrauge. 

Dans le cas de l'équation du troisième degré générale, ayant pour 
groupe le groupe symétrique, l'adjonction d'une fonction alternée 
ou de la racine carrée du discriminant le réduit au groupe alterné ; 
celle de la racine cubique d'une fonction alternée particulière le 
réduit ensuite à l'unité, et l'équation est résolue. 

En ce qui concerne l'équation du quatrième degré, de groupe G 
(§ 54), Tadjonction d'une racine ©i de l'équation résolvante de 
Lagrange le réduit au groupe Gi ; celle d'une racine ti de l'équation 

le réduit ensuite au groupe gi. Ce dernier groupe n'est pas transitif 
et l'équation se décompose dans le nouveau domaine de rationalité, 
en deux autres ayant pour racines l'une Xi et X2, l'autre x^ et x^. 
Lorsque le groupe d'une équation n'est pas primitif, comme celui 
que nous avons considéré au § précédent, l'adjonction de la ra- 
cine y^ de l'équation (^2{y) = le réduit au groupe dont les 
substitutions permutent entre eux les mi éléments 
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OU bien les 7?ii(m2 — i) autres, mais non les premiers avec 
ceux-ci ; ce dernier groupe n'est pas transitif et Téquation est 
réductible, Tun des facteurs du premier membre étant ©,(a?, 2/»)- 

Nous indiquerons une application importante des considérations 
qui précèdent. 

Théorème IV. — Si une équation vTéductible jouit de la propriété 
que toutes ses racines s*expriment rationnellement au moyen de l'une 
d'elles, elle a un groupe transitif dont Vordre est égal au degré, et 
réciproquement. 

Soient en effet ari, ar2, . . . , ar„ les racines d'une équation irréduc- 
tible de degré n ; supposons qu'elles s'expriment rationnellement 
au moyen de Tune d'elles Xi, et que Ton ait 

le groupe de cette équation est transitif, puisque l'équation est irré- 
ductible ; ses substitutions ne doivent pas changer les relations 
précédentes, par suite celles qui laissent a?i invariable ne peuvent 
altérer 0^2, x^, . . . , a:„. Il n'existe que la substitution unité jouissant 
de cette propriété ; dès lors, d'après les raisonnements que nous 
avons faits au § 104, Tordre du groupe est égal à son degré. 

Réciproquement, supposons que le groupe d'une équation de 
degré n soit transitif et ait son ordre égal à son degré ; cette équa- 
tion est d'abord irréductible ; de plus, si Ton adjoint au domaine de 
rationalité une racine quelconque telle que a?,, son groupe se 
réduit à celles de ses substitutions laissant a?i invariable, c'est- 
à-dire à la substitution unité ; après cette adjonction, la fonction de 
Galois est rationnellement exprimable, et les racines de l'équation 
sont toutes des fonctions rationnelles de Xi, 

Ce raisonnement nous montre de plus que si les racines d'une 
équation irréductible sont des fonctions rationnelles de l'une d'entre 
elles, elles s'expriment aussi rationnellement au moyen de l'une quel- 
conque des autres. 

L'équation résolvante de Galois et les équations abéliennes nous 
donnent des exemples des considérations précédentes. 

108. Le groupe d'une équation abélienne générale irréductible est 
un groupe cyclique simple ou à plusieurs entrées ; il est transitif, 
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a son ordre égal à son degré, et de plus ses substitutions sont échan- 
geables, c'est-à-dire que deux quelconques d'entre elles S» et Sp 
sont telles que Ton ait S^Sp = S^S^. Celui d'une équation abé- 
lienne quelconque, irréductible ou non, telle que nous l'avons 
définie au § 83, jouit aussi de la propriété d'avoir ses substitutions 
permutables ; nous allons démontrer la réciproque. 

Théorème V. — Toute équation dont le groupe est formé de substi- 
tutions échangeables est une équation abélienne. 

Pour cette raison, nous désignerons un tel groupe sous le nom 
de groupe abélien. 

S'il n'est pas transitif, et si l'on décompose le premier membre de 
l'équation en facteurs irréductibles, les groupes des équations par- 
tielles obtenues sont formés d'une partie des substitutions du 
groupe total et sont encore abéliens ; il nous suffit donc de nous 
limiter aux groupes transitifs. 

Reprenons le tableau du § 104 et désignons par S» une substitu- 
tion quelconque laissant Xx invariable ; pour que cette substitution 
soit échangeable avec Sa, c'est-à-dire que l'on .ait SaSa = SaS», il 
est nécessaire qu'elle n'altère pas l'élément iCa, comme on le voit 
immédiatement ; pour la même raison. S» ne peut être permutable 
avec Sa, . . . , S„ que si elle laisse invariables a?3, . . . , a^n, c'est-à-dire 
si elle se réduit à l'unité ; de cette façon / est égal à l'unité, et 
le groupe a son ordre égal à son degré. D'après le théorème IV, 
toutes les racines de l'équation sont fonctions rationnelles de l'une 
d'elles, et l'on a par exemple 

a?2 = 62(a?i), x^ = ^x^), . . . , Xn = 6„(a?,). 

Si les substitutions S» et Sp remplaçant Xi par x^ et x^ sont 
échangeables, il en est de même des fonctions 6^ et 6^ ; on déduit 
de là que toutes les fonctions 6 sont permutables, et que l'équation 
est abélienne, ce que nous voulions démontrer. 

Les raisonnements que nous avons faits aux § 84 et 85 nous mon- 
trent qu'un groupe abélien est, pour une notation particulière des 
éléments, un groupe cyclique à une ou plusieurs entrées. Nous 
pouvons du reste étudier directement un groupe dont les substitu- 
tions sont échangeables par la méthode qui nous a servi à réduire 
les fonctions 6 au nombre minimum d'éléments ; les raisonnements 
sont les mêmes, et nous pouvons énoncer ce résultat : 
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Théorème VI. — Si les substitutions d'un groupe transitif sont 
toutes permutables^ il existe un système fondamental de substitutions 
Si, Sî, . . ., Sv d'ordres respectifs w,, n^, . . ., n^,, telles que les expres- 
sions 

\ a = 1, 2, . . ., V 

représentent une fois et une seule toutes les substitutions du groupe ; 
chacun des nombres nj, nj, . . . , n^ est divisible par le suivant ou lui 
est égal; l'ordre et le degré du groupe sont égaux au produit 

109. Nous avons supposé jusqu'à présent qu'on adjoint au do- 
maine de rationalité une racine d'une équation résolvante, c'est-à- 
dire une fonction des racines a?i, Xi, . . ., a:„ de l'équation donnée. 
Nous allons considérer le cas où Ton effectue l'adjonction d'une 
racine Ri d'une équation ©(R, R', \\\ . . . ) = irréductible dans 
le domaine de rationalité primitif; on peut toujours, comme nous 
l'avons vu, ramener à ce cas celui où l'on adjoindrait plusieurs 
racines analogues. 

Formons l'équation résolvante de Galois ^i(z) = dont le pre- 
mier membre est irréductible et a un degré égal à l'ordre r du 
groupe G de l'équation donnée f[x) = 0, et adjoignons Ri au 
domaine ; si ^i se décompose en un produit de plusieurs facteurs, 
et si ^2(2) est celui qui renferme z — <^i, le groupe se réduit aux 
substitutions déterminées par ce facteur, constituant un sous- 
groupe Qi du premier. 

On peut opérer une réduction identique du groupe G par l'ad- 
jonction d'une racine d'une équation résolvante particulière ; pre- 
nons en effet une fonction (pi(iCi, x^, . . . , ar„) des racines de f[x) = 
appartenant au groupe Gi, et ses valeurs cp,, ©2, . . ., ç>p pour les 
substitutions de G ; ce sont les racines d'une équation irréductible 

à coefficients rationnels dans le domaine primitif; l'adjonction de la 
racine cp^ de cette équation produit sur le groupe G le même effet 
que celle de Ri. 

Nous pouvons aller plus loin et montrer que l'adjonction des dif- 
férentes racines de ©(R, R', R', . . .) = 0, que nous désignerons 
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par Ri, R2, ..., Rvi peut être remplacée par celle des racines de 
4>(z) = 0. 

Remarquons d'abord que cpi est une fonction appartenant au 
groupe GJ de l'équation et par suite est rationnellement exprimable 
au moyen de Ri ; soit par exemple cpj = 6(Ri) sa valeur ; l'équa- 
tion 

[O(z)-cp,][6(2)-o,]...[0(z)~cpJ=O 

a avec «p(R) = la racine commune Ri, par suite elle est satis- 
faite pour les autres racines R2, ..., R^, et chacune des expres- 
sions 6(R.) est égale à l'une des quantités o. On conclut delà que 
le polynôme 

F(z) = [z_e(R0][z-0(R2)]...[z-e(R,)], 

qui s'annule pour certaines des valeurs ?i, ?2, . . ., ?p et pour au- 
cune autre, est une puissance exacte de <ï>(z), et que l'on a par 
exemple F(z) = ^{zy ; dès lors [x des valeurs 0(R,) sont égales à 
ç)i, fi autres à <p2, etc. 

Cela posé, admettons que l'on ait ô(R^) = «p^, et désignons par 
Gi et G2 les groupes auxquels se réduit celui de l'équation lorsqu'on 
adjoint respectivement R» et ©^ ; d'après ce que nous avons vu au 
§ 39, Ri et Ra produisent des décompositions analogues de l'équa- 
tion résolvante ^i(z) = et les groupes Gi et G^ ont le même 
ordre ; il en est de même de Gj et de Gi ; comme ©» est rationnelle- 
ment exprimable après adjonction de R», le groupe G» contient 
toutes les substitutions de GJ, et ces deux groupes sont identiques. 

Il est donc indifférent d'adjoindre les racines de ç(R) = ou 
celles de l'équation résolvante 4>(z) = ; nous nous placerons 
désormais dans le cas où les quantités introduites dans le domaine 
de rationalité sont des fonctions des racines de l'équation. 

110. Considérons en particulier le cas où le degré n de l'équation 
donnée f{x) = est un nombre premier; si le groupe G se ré- 
duit, après l'adjonction de la fonction :pi, à un groupe G^ non tran- 
sitif, l'équation ne reste pas irréductible ; désignons par ^(a?, ©i) 
un des facteurs irréductibles de f{x) dans le nouveau domaine, et 
par n' le degré de ce facteur. 

Le produit 

étendu à toutes les racines de l'équation 4>(z) = 0, s'annule pour 
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une au moins des racines de f{x) = ; par suite il est divisible 
par le premier membre de Téquation donnée, et se décompose géné- 
ralement, dans le domaine primitif, en plusieurs facteurs irréduc- 
tibles dont Tun est égal à f{x). Par un raisonnement analogue à 
celui que nous avons fait au § 98, nous voyons que ces facteurs se 
transforment les uns dans les autres par les substitutions du 
groupe G, et sont identiques; nous en concluons que Ton a par 
exemple F{x) = /*(a?)^. 

De là résulte que le degré n'p de F{x) est égal à Xn; comme n est 
un nombre premier supérieur à 71', p doit être égal à n ou à un de 
ses multiples. Nous avons vu d'autre part que le degré v d'une 
équation irréductible telle que o(R) = 0, dont la racine Ri pro- 
duit la même réduction du groupe G que 91, est lui-même de la 
forme fip; il est donc aussi un multiple de n, et Ton peut énoncer ce 
résultat : 

Théorème VII. — Si une équation irréductible de degré premier n 
devient réductible après adjonction au domaine de rationalité d'une 
racine d'une équation cp(R) = irréductible dans ce domaine, le 
degré de cette dernière est égal an ou à un de ses multiples. 

Une conséquence importante de ce théorème peut être énoncée 
relativement à l'équation binôme irréductible 

x~ — F(R', R^ ...) = 

de degré premier ; elle reste irréductible par Tadjonction au do- 
maine de rationalité d'une racine d'une équation quelconque de 
degré inférieur à n, en particulier par l'adjonction d'une racine n^ 
de l'unité w„, car cette dernière satisfait à une équation de degré 
n — 1. Cette remarque peut être appliquée aux équations binômes 
de la chaîne dont il est question au § 64. 

m. Le cas le plus important est celui où l'on adjoint à la fois 
toutes les racines d'une équation résolvante irréductible dans le do- 
maine de rationalité primitif ; soit o une fonction du groupe G de 
l'équation f{x) = 0, dont les racines sont iCi, x^^ . . ., a?„, 

une équation ayant pour racines les valeurs distinctes d'une fonc- 
tion cpi(a?i, iCî, . . ., x„) pour les substitutions de G, et soient 
Gi, G2, . . ., Gm les groupes de ces fonctions ; nous avons vu que 



190 RÉSOLUTION ALGÉBRIQUE DES ÉQUATIONS 

radjonction simultanée de cpi, 02, . ., cp„i réduit le groupe au sous- 
groupe H commun à G, Gi, G2, . . , G^. 

C'est un sous-groupe invariant de G, car si Ton effectue sur les 
valeurs «pi, ©2, . . . , ?m les substitutions du groupe de Téquation, 
elles se reproduisent à Tordre près, et. les groupes Gf, G2, . .., G„i 
sont des transformés de l'un d'entre eux par G ; dès lors le groupe H 
qui leur est commun est pernautable à toute substitution de celui de 
réquation et en est un sous-groupe invariant. 

Considérons par exemple l'équation générale du quatrième degré, 
et l'équation résolvante dont les racines, deux à deux égales et de 
signes contraires, sont les six valeurs de 

Xi = a?i -4- a?2 — a?3 — a?4 ; 

elles appartiennent aux groupes gi, g^^ g^ n'ayant d'autre substitu- 
tion commune que l'unité, et leur adjonction simultanée réduit le 
groupe de l'équation à la substitution identique, de sorte que l'équa- 
tion se trouve résolue ; c'est ce que nous avons constaté au § 56. 

De la même manière, l'adjonction simultanée des trois racines 
?iî ?2» ?3 de l'équation résolvante de Lagrange, appartenant respec- 
tivement aux groupes Gi, G2, G3, réduit le groupe de l'équation au 
groupe H qui leur est commun, et permet de calculer la fonc- 
tion Zi appartenant à ce groupe, ainsi que nous l'avons expliqué 
au § 58. 

Supposons que le groupe G d'une équation soit simple ; le seul 
sous-groupe invariant qu'il possède est constitué par la substitution 
unité, et il se réduit à cette seule substitution par l'adjonction de 
toutes les racines d'une équation résolvante telle que 4>(z) = ; 
l'équation se trouve ainsi résolue. Au contraire, si le groupe G est 
composé et possède un sous-groupe invariant H, on peut former 
une fonction des racines le réduisant précisément à ce groupe H ; 
il suffit en effet de prendre une fonction appartenant à ce dernier 
groupe ; ses valeurs conjuguées pour les substitutions de G appar- 
tiennent au môme groupe qui n'est autre que H lui-même (§ 22), de 
sorte qu'elles sont rationnellement exprimables au moyen de l'une 
d'elles; l'adjonction d'une seule racine de l'équation résolvante 
dont dépendent ces valeurs conjuguées équivaut à celle de toutes 
les racines, et réduit le groupe de l'équation précisément au sous- 
groupe invariant H considéré. On peut ajouter que le degré de 
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l'équation résolvante est égal au quotient des ordres de G et de H . 
En prenant pour H le sous-groupe invariant maximum de G, 
puis opérant sur ce nouveau groupe comme nous venons de l'indi- 
quer, et ainsi de suite, on arrive au théorème suivant : 

Théorème VIII. — Si une équation a un groupe G composé, si 

G, Gi, ..., Gji, 4 

est une suite de composition de ce groupe, Ci, e^, . . ., e^^, e^_^_i les fac- 
teurs de composition correspondants, on peut la résoudre au moyen 
adéquations successives de degrés e„ e^, . . . , e^, e^_|_i jouissant de la 
propriété d'être chacune irréductible dans le domaine auquel on 
adjoint les racines des équations précédentes, et d'avoir ses racines 
exprimées rationnellement, dans ce nouveau domaine, au moyen de 
Vune d'elles. Le groupe de l'équation se réduit, après adjonction suc- 
cessive d'une racine de chacune de ces équations, aux groupes 

Gi , G2, . . . , 1 . 

112. Nous allons appliquer ce théorème à l'étude des équations 
résolubles algébriquement. Si une équation donnée jouit de cette 
propriété, il existe, comme nous T avons vu au chapitre IX, une 
chaîne d'équations binômes dont chacune est de degré premier et 
dont les racines sont des fonctions rationnelles des racines de 
l'équation proposée. Chacune d'elles est irréductible dans le do- 
maine auquel on adjoint les irrationnelles déterminées précédem- 
ment et ses racines sont, dans ce nouveau domaine, exprimables 
rationnellement au moyen de l'une d'entre elles. On voit que l'ad- 
jonction des irrationnelles successives réduit progressivement le 
groupe G de l'équation à une série de groupes 

G, Gi, G2, ..., Gpt, 1 

constituant une suite de composition de G, les facteurs de compo- 
sition étant précisément les degrés p^,, i)^u • • •» i^i des équations 
binômes. Le groupe G doit donc être un groupe composé, les fac- 
teurs de composition étant premiers. 

Cette condition, qui est nécessaire, est aussi suffisante ; suppo- 
sons en effet qu'elle soit remplie, c'est-à-dire que les facteurs de 
composition du groupe de l'équation soient des nombres premiers ; 
supposons de plus que l'on soit déjà parvenu à réduire ce groupe 
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• 

à un sous-groupe G^ de la suite de composition par Tadjonction 
d'une fonction rationnelle des racines déterminée au moyen d'une 
ou de plusieurs équations résolvantes. Si G^^.! est le groupe sui- 
vant^ et si pk est le nombre premier égal au rapport des ordres de 
(jh et (jh-{.u il est possible, d'après le théorème du § 23, de former 
une fonction des racines appartenant au dernier de ces deux groupes, 
et ayant pour celles du premier pk valeurs conjuguées racines d'une 
équation binôme dont les coefficients font partie du groupe Gh\ 
l'adjonction d'une de ces valeurs, c'est-à-dire d'un radical d'indice 
Pk, réduira le groupe à Ga_|_i. En opérant de cette manière à partir 
de Gi, il sera possible de former une chaine d'équations binômes 
successives conduisant à la résolution algébrique de l'équation. 
On peut par suite énoncer le théorème suivant : 

Théorème IX. — La condition nécessaire et suffisante jjour quune 
équation soit résoluble algébriquement est que les facteurs de composi- 
tion de son groupe soient des nombres premiers. 

Les équations générales du troisième et du quatrième degré 
satisfont à la condition précédente. Le groupe de la première a 
pour facteurs de composition les nombres premiers 2 et 3, et nous 
avons constaté que sa résolution dépend de celle de deux équations 
binômes dont les degrés sont les nombres précédents. L'équation 
du quatrième degré a un groupe composé dont les facteurs de com- 
position sont 2, 3, 2 et 2, et l'on a précisément, pour déterminer les 
racines de cette équation, à former des radicaux successifs dont ces 
nombres sont les indices. 

Le groupe symétrique de n éléments, dans le cas où n est supé- 
rieur à 4, a pour facteurs de composition les deux nombres 2 et 

n! 
— -; comme le dernier n'est pas un nombre premier, l'équation 

générale de degré n n'est pas résoluble. Nous retrouvons ainsi le 
théorème d'Abel : 

Théorème X. — Uéquation générale de degré supérieur à quatre 
n'est joas résoluble algébriquement. 
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On dit qu'un nombre a est congru à un nombre b (module n) si la 
différence de ces deux nombres est un multiple de n ; on écrit ce fait de la 

manière suivante : 

a = ô (mod. n). 

Les congruences jouissent de la plupart des propriétés des égalités ; on 
peut additionner, soustraire, multiplier membre à membre des ton- 
gruences de même module ; dans le cas d'un module premier, l'analogie 
est plus complète, et Ton peut diviser membre à membre deux congruences 
de module premier si les termes de la seconde ne sont pas congrus à zéro. 

Cela tient à ce que la congruence 

a^ =s (mod. n) 
entraîne, pour n premier, l'une des deux congruences 

a = 0, b^O. 

Si Ton considère alors les deux congruences 

aa' = bb' (mod. /<), 

a ^ b (mod. 7i)y 

on a 

a =z b -\- mn, 

yb -h mn)a' — bb' = m'n, 

b{a' — b') = 0, 
d'où Ton tire 

a' ^ b' (mod. n) ; 

cette dernière relation est donc une conséquence des deux premières. 

Une congruence 

aa; -4- 6 =i (mod. n) 

a toujours, pour n premier, une racine comprise entre et n, lorsque a 
n'est pas = 0, car sa recherche revient à la résolution de Téquation in- 
déterminée 

ax -h ny + b =. 

en nombres entiers, et il existe toujours un nombre entier a?, compris 
entre et n, satisfaisant à cette équation. 

VOGT. — RÉS. ALG. 13 
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La congruence suivante, où p est premier, 

xP-^ = 1 (mod. p), 

est satisfaite, diaprés le théorème de Fermât, par tous les nombres 
1,2, . . . , P — 1 ; soit a un nombre quelconque de cette suite ; formons la 
série des valeurs 

et supposons que a"»+^ soit le premier nombre congru à l'un des précé- 
dents (mod. p), par exemple à a»" ; on a 

d'où Ton tire, en divisant par a»» les deux membres, 

a*^ = 1 (mod. p) ; 

on en conclut que m doit être égal à zéro. Si d est le plus petit exposant 
satisfaisant à cette condition, il est un diviseur de p — 1, car les nom- 
bres de la suite précédente se reproduisent de d en d^ aux multiples près 
de p^ et Ton doit avoir o^^* ^ 1 ; on dit que le nombre a appartient à 
l'exposant d. 

Tout nombre qui appartient à l'exposant p — 1 est dit une racine pri- 
mitive (mod. p). 

L'existence de racines primitives est fondée sur les considérations sui- 
vantes : 

On sait que le nombre o[n) des nombres premiers avec n et inférieurs 
à lui, y compris l'unité, est donné par 

o(n) = n(,-i-)(l-J-)..., 

si n = p]^p\*. . . est la décomposition du nombre donné en facteurs pre- 
miers ; o(n) est la fonction de Gauss ; je vais montrer que si d est un 
diviseur de p — 1, il y a précisément o[d) nombres distincts suivant le 
module p, et appartenant à l'exposant d. 

Désignons par ^[d) le nombre inconnu des nombres compris dans la 
suite 1, 2, . . ., J3 — 1 appartenant à l'exposant d ; il peut être nul ; si 
nous nous plaçons dans le cas où il ne l'est pas, il y a un nombre a au 
moins tel que l'on ait a^ ^ 1 et que les restes (mod. p) des nombres 

i , a, a2, . . . , a'^-i 

soient différents ; chacun d'eux satisfait à la congruence 

x^ = I (mod. p), 

de sorte que l'on a 

ûj^— 1 = (a;— \)[x — a), . .(x — a^-^) (mod. p). 

11 n'existe par suite aucun autre nombre que les précédents pouvant appar- 
tenir à d, mais ils ne lui appartiennent pas tous nécessairement ; prenons 
par exemple une puissance de a telle que a'», où h Z.d — 1 ; si /« est 
premier avec d, il n'existe aucun nombre de la suite 

qui soit congru à l'un des autres (mod. n) ; si au contraire h n'est pas pre- 
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mier avec d, et si est le plus grand commun diviseur de ces deux nom- 
bres, on aura sûrement 

(a'') * = \ (mod. p), 

de sorte que a^ appartiendra à Texposant -r-* 

De cette façon le nombre des termes de la suite i, a, . . . , a*^-^ appar- 
tenant à l'exposant d est égal à celui des nombres h premiers avec d et 
inférieur à lui, c'est-à-dire à o{d); le nombre ^(d) est par suite égal à 
zéro ou à (^(d). 

Si l'on prend tous les diviseurs d, d', d", . . . de /> — 1, on a 

d^autre part la somme des valeurs de o(d) est aussi égale à p — 1 ; 
en effet si l'on a p — 1 = p^^Pt*- . . et si d =z pf*p|«. . . est un divi- 
seur de ce nombre, on a 

o[d] =z o(»?0o(p5«)..., 

de sorte que 2o(cZ) est le produit des polynômes 

i + ?(Pi) + ?(?!) + •••» 
1 + ?(P2) + oipî) 



qui ont respectivement pour valeur pj», p5*» • • • î on a donc 

Zo(d) =p— 1. 

L'égalité 

:ù^{d) = i.o{d) 

entraîne alors l'égalité de chacun des nombres correspondants ^{d) et 
o(d), et l'on voit qu'il y a o{d) nombres appartenant à l'exposant d. 

En particulier, il y a o(p — 1) nombres appartenant à l'exposant 
p — 1, c'est-à-dire qu'il y a ofp-— 1) racines primitives (mod. p). 
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